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Série de Synthèse 1 : Fonctions numériques 


Exercice 1 : 


Calculer la limite de la fonction f en x: 





1—cosx 2sinx-1 sin 3x 
1-) lim —— 2-) lim ———— 3-) lim — > 
) x>0 tan2x ) Un 6x- n ) T 1 — &cosy 
x — X— — 
i 1 -cos2 2 (Sin x — 
4) lim CSD) 5) lim OS 6) GUN) 
T  COSX x>0 sin? 2x T 4x- 
X— — XF. 
2 -1 2x1 1 -cosx 
a e a E e Aa "à 
TT 3 x—0 xtanx x—0 sin 3x — 3sinx 


x=- in -e 
3 sin x 2 


Exercice 2 : 


Étudier les branches infinieédes"éourbes représentatives de dans chacun des cas suivants : 
RE nl 
x(x—1)2 


2. . 
3/ h(x) = = 4/ k(x) = Vx2?-x+1-x 


1/ f(x) 2kag(x) = 4| (x+ 2) - 





x-1 


Exercice 3: 


Etudier etfeprésenter les fonctions suivantes : 





M f(x)=sinx+cosx 2/ h(x) = VIx2-6x+5] 
2 
3/ g(x)=sin2xcosx 4/ ss ái 
sinx 


Exercice 4: 





On considère la fonction f (x) = définie sur [0; zi . 


COS x 


1-) Étudier et représenter graphiquement f dans un repère orthonormé (O;i; j). 


ne TERE T | N PE 
2-) a-) Montrer que réalise une bijection de [0; 51 vers un intervalle J à préciser. 





b-) On notera f~! sa fonction réciproque. Préciser le sens de variation de f~! 
c-) f ! est-elle dérivable en V2? Si oui calculer (F1) (V2). 
d-) Calculer explicitement (f!) (x), x €J? 

Exercice 5 : 


f(x)= e si x<0 
Soit f la fonction numérique définie par : = x-1 On note (C+) sa 


f(x) =x+y]|x2-x| si x>0 


courbe représentative dans un repère orthonormé (O ; i; j) (unité = 1 cm) 


1-) a-) Déterminer le domaine de définition D;de f puis écrire f(x) sans le symbole de 


valeur absolue. Calculer les limites de f aux bornes de D. 
b-) Déterminer la continuité de f au point d’abscisse xọ = 0. 


c-) Étudier la dérivabilité de aux points d’abscisse xọ = 0. et eñxo = 1. . Interpréter les 


résultats obtenus. 


d-) Montrer que f est dérivable sur R — {0 ; 1} puis.caleuler f(x) dans chacun des 


intervalles où f est dérivable. 


e-) Résoudre dans l'intervalle ]0 ; 1[ l’inéquation:2Vx- x2+1-2x < 0. En déduire le 


signe de f(x) sur ]0 ; 1[ puis étudier son Signe sur les autres intervalles. 
f-) Dresser le tableau de variation de f 


2-) a-) Montrer que (Cf) admet une asymptote oblique (A) en + puis étudier la position 


relative de (C;) par rapport àla droite (A) sur ]1 ; +co[ +00. 


b-) Montrer que (Cf) admet úne asymptote oblique (D) en —-c puis étudier la position 


relative de (C;) par tapport à la droite (D) sur ] - œ ; Of. 
3-) Soit g la restrictiontde à l'intervalle ]1 ; +ool. 
a-) Montrer que gréalise une bijection de ]1 ; + vers un intervalle à préciser. 
b-) Soitg à bijection réciproque. Donner les variations de g™! sur J. 


c-) f} est-elle dérivable sur J? Calculer (g7!) (2). 


4-) a 
b 


Construire (CF). On tracera les asymptotes ainsi que les demi-tangentes. 


) 
) 
) 
d) Expliciter g !(x) pour tout x € J. 
) 
) Construire (C,-1), courbe représentative de g7! dans le même repère ( utiliser une 
g P 8 P 
couleur différente ). 


Exercice 6 : 


2x ; 
f(x)=-x+2 Tj * x<1l 
x 





Soit f définie par : 
f(x)=x-2-3Vx?-1 si x>l1l 


Et (r) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (O ; 


> 2 
1 


i; j). 





Déterminer le domaine de définition de f. 


Étudier la continuité de f et la dérivabilité de f au point d’abscisse 1. 


position relative de (6+) par rapport à (D;) et (D2). 
5-) Calculer f’(x) dans chacun des intervalles où f est dérivable. Établir le tableau dé 


variations de f. 


6-) Montrer que (@;) coupe la droite d’équation y = x en point unique dont#habseisse 
1 3 
3’ al 
7-) Tracer la courbe (67) et les asymptotes (D1) et (D). 


Xo €] 


8-) Soit g la restriction de f sur l'intervalle. I =]- œ ; 1] 
a-) Montrer que g est une bijection de l'intervalle | - co#à 1] sur un intervalle J à 
préciser. 
b-) Montrer que g™! est dérivable en 2 et calculer (gd) (2). 
c-) Étudier la dérivabilité de g ! sur J. Établir feltableau de variations de g |. 
d-) Tracer (6,-1) dans le même repère. 
Exercice 7 : 


1-) On considère l'équation (E) :dx V1 -x| = : Démontrer que (E) admet trois solu- 


1 
3V3 
. 1 2 2 

tions x4 , X2 et x3 tes pe : —— < x1 <0 j d et 3 <#%<1. 


2-) Pour i € {1 ; 2; 3}#onWpose : u; = y; — 5 Démontrer qu’il existe un unique nombre 
réel 0; élémentde [05 x] tel que : u; = cos 0; 

3-) a-) Démontrer.que 01, 02 et O3 sont les solutions dans [0; r] de l'équation : cos 30 = k 
b-) En déduife les solutions de (E). 


Exercices : 
On considère la fonction : | LONS sinxVsinx si xe [0a] 
f(x)=cosx-1 si xef-x;0| 
1-) Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur [-7; 7]. 
2-) a-) Montrer que la droite (A) : x = 5 est un axe de symétrie pour (CF) courbe de f sur 
[0; x]. 

b-) Étudier et représenter graphiquement f . 
3-) Soit g la restriction de f à l'intervalle .[-x; Z] 

a-) Montrer que g admet une bijection réciproque g™! dont on précisera le domaine 


de définition et les variations. 





b-) Préciser l’ensemble de dérivabilité de g ! puis calculer.(g”!)(-1) 
c-) Tracer la courbe (C,-1). 
Exercice 9 : 
I) Soit g(x) = x? — 3x — 4 et h(x) = 2x- Vx? +1. 


1) Déterminer les variations de g et montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solu- 


tion unique «a €]2;2,3| 


2) Résoudre dans R l’inéquation h(x) > 0; en déduire le signe de h(x). 
f(x) 


z x? + 2x2 


x>0 
x2-1 





II) Soit la fonction définie par : 
f(x) = 2V1+x2-x-2 si x<0 
1) a) Déterminer D} puis calculer les limites de f aux bornes de D; . 
b) Étudier les branches infinies de la courbe def. 


2) Étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0 


Fos si x à LA 71 
3) a) Montrer que : 
FRE A sijx<0 


V1 +g? 


b) Dresser le tableau de variations de f. 





4) Tracer . On prendra a x 2,2, 
5) Soit ® la restriction dê f àđ’intervalle | - œ;1[ 
a) Montrer que D'admiet une bijection réciproque ®~!. Énoncer les propriétés de 
p7, 
1 
b) Calculer a #D(-V3) et b = 26) et puis (D7!) (a) et (D!)/(b) 


Exercice 10 : 








sin x 








1 
Soit f et g les fonctions définies sur l'intervalle [0; SI par : f(x) = nur et g(x) = ue 
3 2 


T 
1% Vérifier que pour tout x € [0;—[,.g'{(x) = —— - —— 
) TEE | al g costx cos? x 





2) En utilisant une primitive de la fonction x + , trouver une primitive F de f 
c 


5 os? x 
0; —|. 
sur | zl 


FIN 


Problèmes 


Problème 1 





Soit f une fonction numérique définie par : 


x? -x-2 


si x<-—l1 
2x+1 = 


f(x) = 


x+1+yļ|x2?-1| si x>-1 


On note (C) la représentation graphique dans le plan rapporté à un repère orthonormé (Of; 


R 


Î; j). (Unité graphique 1 cm) 


A) 1. 
2. 


Déterminer l’ensemble de définition de f. 


Étudier la continuité et la dérivabilité de f en -1 eten 1. 


. Étudier les variations de f. 





SERN TE c 
. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que f(x) = ax +b + PEN Yx €] 
x 


;-1[. En déduire que (C) admet une asymptote (Akmon parallèle aux axes de 


coordonnées, dont on donnera une équation. 


Préciser pour x < —1, la position de (C) par rapport à (A). 


. Vérifier que la droite (A”) d’équation y = 2x4 eStaussi asymptote à la courbe (C). 


Préciser la position par rapport à la courfbepour x > 0 


. Tracer la courbe (C). 


. Calculer en cm?, l’aire de la partie du plan délimité par (C), la droite (A) et les 


droites d’équation x=-1 etx=0, a<-1. 


B) Soit g la restriction de f à { h;#-of. 


a. 


b. 
c. 


d. 


Montrer que g admèt ùnè fonction réciproque g™! dont on déterminera l’ensemble 


de définition eť ensemble de valeurs. 

Tracer la gôĝurBe (C’) représentative de g7! dans le même repère que celle de f. 
(g7 (Va 2) 

EKplicité g7! (x). 


Problème 2 


A) Résoudre dans R l’inéquation suivante : 2x-V1+x2>0 


B) On considère la fonction numérique de la variable réelle x définie par : 


1. 


f(x) =-x+2V1 +x? 


Étudier les variations de f. 


2. (H) désigne la courbe représentative de f dans le repère orthonormé (O; i; j). 


(Unité graphique 2 cm) 





a. Montrer que (H) admet deux asymptotes d'équations respectives y = x et y = 
—3x 

b. Préciser la position de (H) par rapport à ses asymptotes. 

Construire (H) ainsi que ses asymptotes. 


8] 


g désigne la restriction de f à l'intervalle I = |- 
a. Montrer que g est une bijection de I sur un intervalle que l’on précisera. 
b. Construire (H’) la représentation de g dans le même repère que (H). 

c. Déterminer l'équation de la tangente à (H’) au point d’abscisse 2, 


d. Expliciter g7! (x). 


2 
. F(x)=xV1+x?+lnx+V1+x?)- a Montrer que F est uneprimitive de f sur R. 


. Déterminer l’aire de la portion du plan, ensemble des points M(x;y) vérifiant. 


t désigne un réel supérieur à 1 





Problème 3 


Soit f une fonction définie par : 


x2+3x 
1+x 





si x<—1 


x+VI1-x2 si -1<x<1 


— COS TX si x>l 
A) 1. Donner l’ensemble de définition de f. 
2. Étudier la continuité et la dérivabilité en xo = -1 et en xp = 1 
3. Étudier les variations de f. 
4. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique sur ]-1; 1[. 
5. Montrer que la droite (A) d’équation y = x + 2 est asmmptote à la courbe quand x 


tend vers —-co. 
6. Construire la courbe (C) dans un repère orthonoïmé (O; Î; j. (Unité graphique 1 
cm) 
7. a. Calculer en cm?, l'aire A(a) dusdomiaine plan limité par les droites x=-3 et 
x = a la courbe (C) et la droitêy = x +2 (-3 < a). 


b. Calculer Jim Ala) 
B) 1. Soit g la restriction la restriction de f sur ] — œ; -1 [. 
a. Montrer que g réalise une bijection sur un intervalle à déterminer. Dresser le 
tableau de variation de g`™!. 
b. Sans explicitég !(x), calculer (g !)’(0) 
2. Tracer (C1 dans le même repère que (C;). 
PROBLÈME :4 


Le plan estmuni d’un repère orthonormé = (O; t; 7). 








On considère la fonction f définie par : 
f : [mga] — R 


t + fls j 


5-2cost+2V3+sint 
1. a) Trouver deux réels a et tọ tels que pour tout t appartenant à l'intervalle [-x;x] on 
ait (1 pt) 
5-2cost+2V3sint =5+ acos(f + to) 


b) En déduire le signe de 5 - 2cost + 2V3sint. (1 pt) 
Montrer que f est définie sur [-x;x| (0.5 pt) 





2. Étudier les variation de f, tracer sa courbe représentative dans le repère PR (1.5 pt) 
Extrait Bac 2010 


PROBLÈME :5 


n étant un entier naturel, f, désigne la fonction numérique définie sur ]-c;1] par : 








falx) = XVI — x 


PARTIE : A 


1° Dresser le tableau de variation de f, , pour tout n > 1 , en désignant les deux cas : n 
pair et n impair. 


Déterminer l’unique réel a, de ]0;1| tel que f;(a,) = 0, pour n #1. 
2° Représenter dans un même repère orthonormal les fonctions fọ, fi et fo 
PARTIE : B 
1° Étudier suivant les valeurs du réel k , le nombre dê@ Solutions de l'équation f(x) = k. 


2° Montrer que l'équation [x V1 — x| = PRE admet trois solutions x4 , x2 et x3 vérifiant : 
3V3 


1 2 2 
-z <x% 0 „Kx z5 et CASE 
3 3 3 


3° Pour i € {1,2,3}, on pose alors: 


3 1 


Montrer qu’il existé un unique réel 0; , élément de [0; 7], tel que u; = cos 0;. 
; ; ; 1 
4° Montrer que @, ,@ et 03 sont les solutions de l'équation cos 30 = z avec 0 e [0; r]. 
5° Donner.alorsuhe valeur approchée à 107% près de x} , x> et x3. 


PROBLÈMÉ*: 6 








Soit f læ fonction définie sur KR: 
1 


~ x2+1 


f(x) 
et F l'unique primitive de f sur R qui vérifie la condition F(0) = 0 
1° Démontrer que la fonction x —> —F(—x) est une primitive de f sur I. 
En déduire que F est impaire. 


2° Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par : 


g) =F(->) 


X 


a) Démontrer que g est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+cof. 





b) 


En déduire que, pour tout x strictement positif : 
1 
F(x) = 2F(1) -F(=) 
x 


Et que F admet une limite finie L en +o. 


3° On désigne par h la fonction définie sur l'intervalle -3 zI par h(x) = F(tan x) 


a) 
b) 
c) 


Déterminer la dérivée de h. 
En déduire que, pour tout réel x , h(x) = x. 


Calculer F(1) et en déduire la valeur de L 


PROBLÈME :7 








Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0;+co[ par : 


fos = six>0 et f(0)=1 


1° Démontrer que f est dérivable sur ]0;+co|[ et déterminer la fonction dérivée de f sur 


cet intervalle. 


2° a) 


b) 
3° a) 


Déterminer les réels positifs tels que f(x) = ONOM rangera ces nombres en une 


suite strictement croissante 41, 4, 43,... 
Étudier le signe de f(x) suivant les valéursde x. 


Démontrer que, pour tout réel xétrictement positif : 


| 


1 

Z< < 
=< f(x) 
En déduire la limite de f'eñ +co. 


. f : 7 1 
Déterminer les nombres réels strictement positifs tels que f(x) = r On rangera 


ces nombressên une suite strictement croissante b4, bz, b3,... 


. > : R 1 
Déterminer leS nombres réels strictement positifs tels que f(x) = —-—. On rangera 
x 


ces nombres en une suite strictement croissante c41, C2, C3;... 


Préciser la position relative de la courbe représentative de f et des courbes #7 


et 7 d'équations respectives : 


Comparer les tangentes à Cet à faux points d’abscisses by , ainsi que les tan- 


gentsà et à aux points d’abscisses cy 


Étudier le signe de la fonction x+>  tan(x)- x sur l'intervalle le: zj. 


En déduire le signe de f’ sur cet intervalle. 


Démontrer que pour tout entier naturel non nul k, il existe un unique xy de l’in- 


T T N 
tervalle -z + kT; 3 + kr, tanxy = xy. Justifier que xx > kr. 





c) En déduire le signe de f’ sur l'intervalle ]0;x,[ , puis sur chacun des intervalles 


xx; xx1[ pour tout entier k. 


; T 
5° a) Étudier le signe des fonctions u et v définies sur Lo z] par : 


u(x)=sinx-xcosx et v(x)=sinxcosx-x. 


b) En déduire que, pour tout réel x de lo: zI : 





1 
cosx < f(x) < 
<f Sr 


c) Utiliser cet encadrement pour démontrer que f est dérivable en 0 et, préciser le 
nombre dérivé f”(0). 
6° a) Dresser le tableau des variations de la fonction f sur l'intervalle 0; 3x. 
b) Tracer les courbes Z H et À en se limitant aux points d’abscisses comprises 


entre 0 et 3x.Et placer les points d’abscisses ag, by, Ck et Xp 


On prendra 1 cm pour unité sur l’axe des abscisses,ety3 cm l’axe des ordonnées. 


PROBLÈME : 8 
PARTIE : A Étude de la fonction f 
2 
On considère la fonction f définie sur ] — œ; 0[ esut]0; +c0[ par : f(x) = x? +1 + : et sa 


TAA 


1/ Étudier la fonction f sur IR* (limites , dérivée et sens de variation). 








courbe représentative dans un repère (O; 


2/ soit 7” la parabole d’équation®= x? + 1 dans le repère (O;7; J). 


a) Calculer la limite lim [A&) - (x? +1)]. En donner une interprétation graphique. 
Pia TE 


b) Étudier la positfonwelative des courbes et Z 
c) Résoudre Minéquation f(x) > 0 
d) Construire lés courbes £ et «7° dans le même graphique. 
PARTIE : BÉtude de la fonction g(x) = yf 
1/ Conjecturer graphiquement le domaine de définition de g. 
21 a) Quel est l’ensemble D de définition de la fonction. 


b) Étudier la fonction g sur chaque intervalle de son ensemble de définition (limites 


et sens de variation) 
3/ Étudier de g au voisinage de -1. 


g(-1-h)-g(-1) _  |4+3h+h? 
a) Montrer queh > 0, + = e 


En déduire que g n’est pas dérivable en -1 . 


b) Donner une équation de la tangente Tà P en A(-1; 0) 





4/ a) Démontrer que pour tout réel x appartenant à D, On a: 


1 + 


g(x) -|x| = 
2 
x2+1+—+1x| 
x 


b) Démontrer que la droite Z, d'équation y = x, est asymptote à E en +00. 


2 
x 





c) Démontrer que la droite A , d'équation y = —x, est asymptote à E en —oo. 
5/ Tracer les droites 7, 2 et A, puis la courbe E 


PROBLÈME : 9 
PROBLÈME : 10 














serie : 1 


EXERCICE : 1 


Étudier les branches infinies dans les cas suivants : 


3 2 
1) JO D era 


3-) me 4-) f(x) = Vx? -I1 x 


X 











j= 


EXERCICE : 2 
A-) On définit la fonction f,fpan#f,,(x) = Vx? + x+1-mx 








1-) Discuter suivant lesiwaleurs du paramètre la limite en + et -æ de fy. 


2-) Montre quefn admet des asymptotes dont on déterminera les équations et la po- 
sition relative par rapport a la courbe de fy- 
(m? — mx? + 2mx+1 
(m-1)x?+x-2 





B-) On définit la fonction g,, par : g,,(x) = 


1-)4Diseùter suivant les valeurs du paramètre la limite g,, en +c et —co 
2), Montre que g, admet une asymptote dont on déterminera une équation. 


EXERCICE : 3 








Étüdier et représenter graphiquement les fonctions suivantes : 


1-) f(x) = x 2-) f(x) = VIx2-6x+5] 3-) f(x) = Vx2-Ixl-x 4-) f(x) =sin2xcosx 








1—-x 
cos 2x cos 3x sin x — cosx ; 
5-) f(x) = ee 6-) f(x) = Tr 7-) f(x) = Eo 8-) sinx(1 + cos x) 


EXERCICE : 4 











1-) Soit la fonction polynôme P définie sur IR par : P(x) = 4x° + 3x? -2 
a-) Étudier les variations de P. 


b-) Montrer que sur l'intervalle [0; +! , l'équation (E) : admet une solution unique 
a. 
œ0;0[ , l'équation (E) : n’admet pas de solution. 

2x + à 
=]-1;+00|, on considère la fonction f définie sur I par : f(x) = A | 


c-) Montrer que sur l'intervalle ] — 
2-) Soit l'intervalle I 
On désigne par (€) sa courbe dans un repère orthonormé (O;i; j) (unité 4 cm) 


a-) En utilisant les résultats du 1) étudier les variations de f. 

b-) Déterminer une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0, 

c-) Étudier les positions relatives de (£) et de (T) sur I. 
) 
) 


3-) a-) Vérifier et justifier la proposition suivante : œ €]0.60; 0.61[! 

Démontrer que : f(a) = Ea et déduire que : f (æ) €]1.7;1.9[ 
4-) Représenter (€); (T) et les droites asymptotes à (&} 

EXERCICE : 5 

On considère la fonction f définie par : 








2 
-x + 1 A si x<0 

f= 4 LS 
x>0 


si 
x2+1 





> 


On désigne par (€) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O;i;j). 


1-) Déterminer le domaine D; et'étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 


Étudier les asymptétes de (€). 


a 

) 

) Déterminer ledomaïne de dérivabilité de f et établir le tableau de variation de f. 
) 

) 


Montrer qe l'équation f (x) = 3x admet une solution À tel que:1<4<2. 


2- 
3- 
4- 
5-) Soit gla restriction de f à [0;+oo[; et (T) sa courbe représentative. Montrer D 


uñe bijéction de [0;+c|[ sur un intervalle J à préciser. Calculer g(1) et (97) 3 
6-) Construire (€) et (I). 
EXERCICE : 6 
Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = x + y|x? -1| . On désigne par (€) sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé (O;i;j) (4 cm en abscisses et 2 cm en ordonnés. 


1-) Déterminer le domaine D, et étudier la continuité et la dérivabilité de h en 5 et 3? 








interpréter graphiquement les résultats. Calculer h'(x) 


2-) a-) Démontrer les équivalences suivantes : 
1 V5 


Vax? -1 + 4x < 0 = x € |-00;- z| Va V4 Ta 0 xel- y 





b) Déduisez en le signe de h'(x). 

3-) Déterminer les limites aux bornes de D, et établir le tableau de variation de h. 

4-) Étudier les asymptotes éventuelles de (&). Construire (€). 

5-) Soit g la restriction de h à fes; ; Montrer que g admet une fonction réciproque 
h~! dont on précisera l’ensemble de définition et les variations. 

6-) tracer (T) la courbe représentative de h™! dans le même repère que (G). 


EXERCICE : 7 
On considère la fonction f définie de R dans R par : f(x) = 1 + 








X 


V1 +x? 


1-) a) Justifier avec précision que pour tout réel x € R , il existe un, ünique réel æ € 





| tel ue x=tana 
DA ES 


b) On pose g(a) = f(tana)=(f otan)(a). Déterminer sous la forme la plus s 
2-) Montrer que g est une bijection de F5 ; zi sur un intervalle Là préciser. Déduisez en 
que f est une bijection de R sur l'intervalle J. 

3-) a) Soit la fonction @ : æ > tana - g(a). Après étude"de D; montrer que l'équation 
g(a)=tana (a € F5: =) admet une solution unique dont on donnera une valeur 
approchée à 107! près. 

b) Déduisez en la résolution de l’équation : f(x) = x. Donner une valeur approchée 


de la solution à 107! près 


EXERCICE : 8 








x2+1 


| x2+x+1 
1-) Étudier les variations‘ def sur I et montrer que (&) admet une droite asymptote. 


On considère la fonction f défiñie Sur I = [0;+co[ par : f(x) et par (£ )sa courbe. 
2-) Soit F la primitive dë f sur I tel que F(0) = 0 . on ne cherche pas à exprimer F(x). 

a-) Pour quoi peùt on affirmer l’existence de F sur I? 

b-) Quelles Sont variation de F sur I? 
3-) Ondéfinit sur I les fonctions H et K par : H(x) = F(x)-x et K(x) = F(x) - Sy 

ab Étudier les variations de H et K sur I. 

b-) En déduire que pour tout x> 0, ona: : < F(x)<x 


c-) En déduire la limite de F en +c Démontrer que l'équation : F(x) = x admet une 


solution unique ô Vérifiant : x < ô < 57 


EXERCICE : 9 








na ee . 1 
F est la primitive sur ]0;+o[ qui s’annule en 1 de la fonction x m 
1-) Montrer que : 


a-) Pour tout x €]1;+o0| on a F(x) > 0. 





b-) Pour tout x €]0;1[ on a F(x) < 0. 
2-) On pose pour tout réel x > 0 : G(x) = F (ax) où a a est un réel , a > 0. 
1 
a-) Montrer que G est une autre primitive de la fonction x + = sur ]0; +col. 
b-) En déduire que pour tout x>0eta>0: 
x 
F(ax) = F(a)+ F(x) puis que F(ž) = F(x) - F(a) 
oA p 1 O 
3-) Trouver la primitive de x+ y Sur ]- œ; 0[ qui s’annule en - 1. 


EXERCICE : 10 








On considère deux suites (U,) et (V,) définies par : 
2 


U .. I . 2 on tV n 
= sin — + sin — +--+ sin — e Sepia h 
# n? n? n? ”" n2? n2 n? 


1 
1-) Démontrer que la suite (V„) converge vers 5: 


2-) a-) Démontrer que chacune des trois fonctions numériquéS de variable réelle : 
2 3 


. X X : 
f:xbx-sinx g: xm —l + — + cosx ja S> -x + -y + sinx ne prend 
que des valeurs positives ou nulles sur l'intervalle f0;+co[. On pourra utiliser les 
variations de chacune de ces trois fonctions. 


° x< nt puis en déduire de a-) l'inégalité : 


b-) Justifier que pour tout n > 1 : 13+2°+-## 
1 
Va a Ugs Va. 
c-) Démontrer que la suite (U,) est convergente. Quelle est sa limite ? 


EXERCICE : 11 








2 
Soit g la fonction définie sur RøØar g(x) = sinx- 3 sin” x 


1-) Justifier le choix defl’intervalle I = [o; z] comme intervalle d'étude. 
2-) Démontrer que, pour tout nombre réel x : g'(x) = cos xcos 2x . 

3-) Déterminéf lesigne de f'(x) puis établir le tableau de variations de g . 
4-) Construire la courbe (€) de g lorsque x appartient à [-x; x] 


EXERCICE : 12 








_ sinx+sin2x 
© 1+cosx 
1-) Déterminer D; justifier que l’ensemble d'étude de f peut être réduit à l'intervalle 


[0; 7]. 


Soit f lafonction définie par : f(x) et (£) sa courbe représentative. 


2-) Montrer que f est dérivable sur D; et calculer sa dérivée. 
3-) Vérifier que sur [0; 7] , (£) présente une branche infinie dont on précisera la nature. 
4-) Établir le tableau de variation de f sur [0;x]. 


5-) Tracer (€) sur l'intervalle [-2x; 2x]; préciser les coordonnées de ses points d’in- 


flexion. 





EXERCICE : 13 








4sin? x + 3sinx 


Soit f la fonction définie par : f(x) et (£) sa courbe représentative. 


sinx- 1 
; ; 5 f iy i T 3T 
1-) Déterminer Df. Démontrer que les droites d'équations x = 5 et x = — sont des axes 


de symétrie de (€). A quel ensemble peut-on réduire l'étude de f? 


à cosx(2sinx-31)(2sinx-1) 
2-) Démontrer que pour tout x € Dy, fx) = = 
) Dém que p fo f (x) nk) 


2 3T 
3-) a-) Etudier les variations de f sur l'intervalle |z ; | 


b-) Démontrer que sur cet intervalle (£) présente une seule branche infinietdont on 


précisera la nature. 


4-) Tracer (Æ) sur l'intervalle [-37; 37]. 


série : 2 














EXERCICE : 1 
1-) Calculer les limites suivantes : 
1- 2sinx-1 2cosx-1 
a-) A er b-) lim ——— øæc-) dim ———— 
x—0 tanx TT 6x- TT 2sinx- V3 
x>- X— — 
6 3 
in X — tanf6 +sinx-1 
d) ln sin x — COS x Fr an A eria cosx + sin 
T 4x- m 1=2sinx x—0 x 
x> x>— 
4 
sin 3x . =Ņ1 — cosx . . Į—2cosx . . tan3x 
-) lim — h-)@imé——— i-) lim —— -) lim — 
x—0 sin 2x x—0 sinx mT  sin3x x—0 sin 5x 
X— — 


2-) Calculer les limites suivantes : on pourra au besoin utiliser les théorèmes de compa- 


raison. 

xX 3x+sinx 
£ li 3 2% 92sinx b- li sho _ UR RET, 
a-) P jm ~ ) e IE x—+oo 4x+1 

Ex) - 1 
d-) Jim Re) e-) lim xE(-.) 
x-50 |x| x—+00 x 
EXERCICE : 2 








On considère la fonction f définie sur [o; z] par f(x) = V2cosx-1 


> 2 


1) Étudier et représenter graphiquement f dans un repère orthonormé (O, i, j). 


yo Se mr TT 7 ` yi 
2) Montrer que f réalise une bijection de [o; z] vers un intervalle J à préciser. 


3) Soit f~! la bijection réciproque de f. Calculer EYN V3-1) 
4) Déterminer le domaine de dérivabilité K de f~! puis expliciter l’expression de (f”!)/(x) 


pour tout x € K. 


EXERCICE : 3 














1) Montrer que la fonction f :xr admet des primitives sur R. On notera alors F 


1 
| x2+1 
la primitive de f vérifiant F(0) = 0. 
2) Étudier la parité de F et préciser le sens de variation de F sur R . 
1 
r 
b) En déduire qu’il existe une constante c telle que pour tout x > 0, on ait: 


3) a) Étudier les variations de la fonction G : x > F(x) + F( 


F(x) = c-F(=) 


c) Montrer que lim F(x)=c: 
X— +00 


2 2 
a) Montrer que la fonction p(x) : x> Fog(x)-x est dérivable sut R'et calculer ’(x). 


4) On pose pour tout x € |: z] , g(x) = tanx. 


b) En déduire que pour tout x € |: | Fog(x)=x 


v3 


c) Déterminer alors F(1), F(V3) et Eo En déduiresque:c = z, 
EXERCICE : 4 


Pour tout n € IN”, on note f, la fonction numérique.définie par : 








n 
VxeR, falx) = x+ 2x3 J+ -- + nx" = +: 
k=1 
xp (n+1)x"tl + nx”t? 
(1- x)? 
2-) Pour tout x € [0;1[ , on pôse Œ{x) = lim f,(x). Donner l'expression de F(x). 
n—>+00 


1-) Montrer que Yx ER, f,(x) = 


3-) Montrer que pour toute IN”, l'équation f,(x) = 1 admet une unique solution, notée 
U, dans l'intervalle 0; 1]. Calculer U} et U}. 


4-) Étudier le señs deWariation de la suite (U,). (On pourra utiliser les variations de f,(x) 


). En déduïre-qu'elle converge. On notera l 1 sa limite. 





1 1 
5-) Démontrer que : Yx € [o3] et Yn € N* : |fa(x)- F(x)| < (2 ) 


2” 
6-)/Montrer que lim fa(Un) = F(1). En déduire la valeur de 1. (On pourra utiliser en le 
h— +00 
juStifiant F(1) = 1 ). 





EXERCICE : 5 (exclu) 


On considère la fonction la fonction f définie de l’intervalle [0; 2x] vers R : 





f(x) = sin xE(©)] six >0 
F(0)=0 
1-) Étudier la continuité de f en 0. 


2-) a-) Résoudre dans [0; 2x] l'équation E(=) = 0 puis E (=) = P où pe N*. 





b-) Donner une expression de f sur [x;+co|[ puis sur chaque intervalle pa z| , (PE 
N*). g 

c-) Étudier la continuité de f en E pour tout (p € N*). En déduire le domaine de 
continuité de f sur [0; 27]. 


trans À | TT ne 
3-)a -) Montrer que la limite à droite en — est finie et donner sa valeur yp. 


b-) Montrer que les points M, (Zv) (p € N*) appartiennent à une courbe (S dont 


on précisera l'équation cartésienne. 


4-) a-) Montrer que f est dérivable sur chaque intervalle I, = FE z| (p'e IN. 


b-) Calculer la dérivée de f sur l'intervalle I, = Fr z| En déduire que f réalise 


Le i T N | ` Za 
une bijection de l'intervalle I, = |=——;- | vers un intefyalle J, à préciser. 
P+1 p 


zeia Lido T N Jea o 
c-) Montrer que la restriction f, de f à l'intervalle I, (= a ; z| admet une bijection 
P 
réciproque dérivable sur un intervalle à préeiser et vérifiant : 


1 


-17v E. | 
D JE o er 


T 
5-) Tracer la courbe représentative deff et la courbe de (F) sur l'intervalle I, = [srl 


dans un même repère orthonormé (Unité = 5 cm). 


EXERCICE : 6 








On considère l’équation : 
Eh. px 10 
neNetn>l. 


1-) a-) Étudiant les vâriations de la fonction f, définie par : 
EC = xt rat eg 
sutW'intervalle [0; +0]. 


b-) Montrer que l'équation f,(x) = 0 admet une solution unique 4, dans [0;1]. 


2°) Étudier la monotonie de la suite (a„)„>1 en calculant f,,1(a,). En déduire que la suite 


(4,) converge. 


3-) Montrer que, pour tout entier natureln>1, 


LA 
An e 
et que pour tout n > 2ona: 
7 
A = 
FE 10 





4-) En déduire la limite de la suite (4,),>1. 


EXERCICE : 7 


Soit f une fonction continue sur un intervalle [0;1] telle que f(0) = f (1). Soit n € N* et pour 
1 1 
xE o; — =], on pose g(x) = f (x+ =)=- f. 








1 
1-) Justifier que pour tout x € [0;1 — —] il existe deux réels m et M tel que m < g(x) < M. 
n 


n-li 





2-) Montrer que gO)+gE) +g) ttg )=0 


n 
1 
3-) En déduire que pour n e N* et n fixé il existe x9 € [0; 1] tel que f (xo + =) =f (xo) 
EXERCICE : 8 








o 1 
_x2-1 
1-) Déterminer les nombres réels a et b tels que : 


I-) Soit f la fonction définie par : f(x) 








b 
VxeD;,f{x}= +R 


2-) Soit n € IN”. Démontrer qu’il existe un polynôme P, de degré n tel que pour tout 


xE D; 7 
IP, (x) 
n 4 
f(x) ZE 2{(x2 = 1)+1 
où fl") la dérivée nième de f. 
1 
II-) Soit la fonction f définie par f{x) = ie) ; 


1-) Calculer f'(x) et f” (x) 
2-) Démontrer, par réeurrënce, que la dérivée n-ième de f est définie par : 


P,(x) 


FE) = 
où P, est un polynôme de degré n. Démontrer que l’on a : 
Pası (x) = (1 + zP (2) z (2n + 2)xP, (x) 


EXERCICE : 9 


Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervalle [1;+co[ vérifiant la relation : f(1) = 0 


1-) Étudier les variations de f sur l'intervalle [1;+oo[ 











1 
2-) On définie la fonction sur l'intervalle par g(x) = 1 - —-. Comparer f’ et g’ puis f et g 
x 
sur [1;+cof. 
3-) Montrer alors que f est majorée sur [1;+o0| et admet une limite / en +c vérifiant : 
O<I<1 





EXERCICE : 10 
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = 











sr 
sin —|. 
x 





, x 
1-) Déterminer une primitive de la fonction x fc) sur [1;+cof- 
x 


1 
2-) Soit F une primitive de f sur RÄ et G la fonction définie par : G(x) = F(<) Yx e RŽ. 


Montrer que G est dérivable et calculer G’(x). Préciser lim G(x). 
x—>+00 


xl; 








TES 


b-) En déduire que la fonction FF est minorée sur R} ( Distinguer deux cas :(pour™ < 1 


3-) a-) Montrer que pour tout x € [1;+00[ , 


1 er E S T SE Tis . 
poser X = — et utiliser l'inégalité précédente; pour x > 1 utiliser la croissance de 
x 
F que l’on justifiera). 
c-) Démontrer que F admet un prolongement par continuité en 0. 


EXERCICE : 11 (bac 2008) 








Soit g la fonction définie de R, vers R par : g(x) = =+ 


9 
— On considère la suite (U,,),en telle 
x 


DIR 


que : 


Up =5 
Us = g(Un), FE N 


1) a) Étudier les variations de g puis#ontrer que Yn € N, U, > 3 et 


g(Uy) - g(Un-1) 


Vin € N* 
U, zx Uy-1 


b) Déterminer le signe de U, — Uo puis montrer que la suite (U,) est monotone. 
c) En déduire que Jà suite (U;) est convergente et déterminer sa limite. 
2) a) En appliquañt le théorème des accroissements finis à la fonction g dans un inter- 


valle approprié, montrer que : Yne N*, 
g(Un)-3 1 
Ü;-3 2 
b-) En déduire que : 


YneN', Un-3< ST 


c-) Montrer que la suite (U,) est convergente et déterminer sa limite. 
d-) Déterminer une valeur possible de n pour que U„“3 < 10%. 


EXERCICE : 12 


On considère la fonction f f définie sur R par : f(x) = x — cos x 








T T 
1-) Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique a € E in 


20 





T 
2-) Montrer qu’il existe un réel c € la: z] tel que : 


-Gero 


3 
3-) Montrer que f’(c) > 5 En déduire : 











S (5) 7 
4 4 4 
EXERCICE : 13 
On considère la fonction f définie sur [3;+co[ par f(x) = ea — Vx-1: 
1-) Étudier f et montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution uñiquefa dans [3;4]- 
2-) Soit g la fonction définie sur ]3;+00 par : g(x) = 2+ = | 


a-) Prouver que l'équation f(x) = 0 a même ensemble de solution que l’équation 
ga) = x. 


b-) Montrer que pour tout x € [3;+co[ on a : 


SE 


EAEE 


c-) En déduire que pour tout 
2 
x &fB;+oœ| [g(x) - «| < x al 


EXERCICE : 14 








Soit f et g deux fonctionsdéfimies sur l'intervalle I = [o; z] par : f(x) = = et g(x) 
cos 








cost x 


3 2 
1- Vé ifi d PE N TTT STN 
) Vérifier que f (x) costx cos?(x) 


2-) En déduüire sur I une primitive de la fonction g. 


EXERCIGE : 15 








f ee 4 
Soit ure fonction définie dans R par f(x) = cosx- = cos? x 


13 Déterminer f'(x) et f”(x). Vérifier que pour tout x de R; f'(x) =—9f (x) 
2-) En déduire toutes les primitives de f sur R. 


Sos ; TT 
3-) Trouver les primitives sur R qui s’annule en & 
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ZIL'SCIENCES 





0.3 Suites Numériques 


0.3.1 Propriétés Générales 





[Série Suites Numériques ) 





EXERCICE 1 


On considère la suite (U,) définie par : U,,:1 = 








2 
e 
1-) Calculer U1, U, et U3. 
2-Ÿa-) On pose pour tout n € N , V, = V2U, - n. Montrer que V, est une suite géomé- 


trique. Préciser la raison et le premier terme . 


b-) En déduire l'expression de U, en fonction de n. 


n 
3-) Calculer S,, = YU = Uo + U1 + U2 +--+ U, en fonction de n. 
k=0 
4-) Déterminer les limites de S, et U, en +oo. 
EXERCICE 2 
On considère la suite (U,) par : Uo = 0 , U; et U,,1 = aU, + (1 — a)U„-1 pour tout n > 1 et 
a € R. On pose pour tout n e€ R : V, = Un+1 — Un- 
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1-) Montrer que (V,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme 
2-) Exprimer V, en fonction de n et a n et a puis U, en fonction denetaneta. 
3-) Comment choisir a pour que la suite (U,) soit convergente ?Quelle est sa limite ? 


EXERCICE 3 








SU, + 3 s 
U, +3’ 
1-) On suppose que U, = 3. Quelle est la nature de la suite (U,)? 





Soit (U,) la suite définie par : Uo > 0 et U,,1 = € IN. 


2-) a-) On suppose que 0 < U, < 3. Établir par récurrence que : Yn € IN, 0 < UfA3.En 


déduire que la suite est bornée. 


b-) Étudier le sens de variation de la suite (U,,). 


U, + a 
U,, + b 
a-) Déterminer les réels a et b pour que la suite (V,) soit géométrique. 


3-) On pose pour tout entier naturel n : V, = avec a et b des réelsidiStincts. 





b-) On suppose que a et b sont les réels trouvés dans 34a-). Exprimer en fonction de 


n et Uo, V, puis U, puis calculer leur limite. 


EXERCICE 4 











LT 
our tout n € N 
We- 3? 


1-) Montrer par récurrence que poúr tout ne N, 0< W, <1. 


I-) Soit W, la suite définie par : Wọ et W, = 


2-) Démontrer par récurrencedue (W,) est décroissante sur IN. 


1 4 

; 5 Un+1 = Unn- 

II-) Soit (U,) et (V,) les suites définies par : Ug = í et YneN, 3 3 ] 3 
Va = U, + 27 = 4 


1-) Calculer Vo, W ét W#;. 


2-) Montrer que (Ÿ,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le pre- 


mien terme. 


3-) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 








n-1 n-1 
Æ) Calculer S= } Vret S} = X U} puis déterminer lim S, et lim CHA 
k=0 k=0 
EXERCICE 5 
JS ; ETTE * AU,_1 — Un-2 
On considère la suite U, définie par : Uọ = 2 , U4 = 3 et Yne N*- {1}, U, = re 


1-) Calculer U, ,U; et U4. 
2-) Soit (V,) la suite définie sur N* par : V,=U,-U,_:. 
a-) Montrer que Vn) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le pre- 


mier terme. 


b-) Exprimer V, en fonction de n puis calculer lim Vs 
A +00 
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n 
c-) On pose P, = V1 x Va X- Vp = [| V,. Exprimer P, en fonction de n. 
1 


d-) Calculer S, = Vi + Vz +--+ V, en fonction de n puis S} = U; + U,+:-:+U, en 
fonction de n. Déterminer lim S,et lim S;. 
n—+00 n—+00 


EXERCICE 6 








A-) Soit la suite arithmétique (U,,) telle que : U} + U, + U3 = 9 et D + U + U- =35 
1-) Calculer la raison r > 0 et le premier terme U, de cette suite. 
2-) Exprimer U, en fonction de n. 


3-) On pose S, = Ui + U2 +--+ U, . Exprimer S, en fonction de n. 


U 


B-) Soit (V,) la suite définie par : V,=a "aveca>1. 


1-) Montrer que : (V,) est une suite géométrique. Préciser la raison et le premier 


terme. 


2-) Étudier la convergence de la suite (V,,). 

n 
3-) Calculer P, = Vo x V x Va X- V, = Vgen fonction den. 
k=0 


EXERCICE 7 








1 16 
On considère la suite (V,) définie par : V1& 6 et V,:1 = 5 Va + 5 


1-) Démontrer que la suite (V,) est minorée par 4. 


2-) On pose pour tout n U, 5V- d, avec a € R. 


a-) Déterminer le nombresréel aa pour que la suite (U,) soit géométrique dont on 


précisera la rai$on èt le premier terme. 


b-) On suppose quøa est la valeur trouvée dans 1-)a-). Calculer V, puis U, en fonction 


de n. 


3-) On pose S, = U1 +U2+---+ U, et Ta = Vi + V2+---+ Vn. Exprimer T, puis S, en fonction 


detn. Calculer les limites de T, et S, en plus l'infini . 


EXERCICE 8 








SUS 
3U,- 17 
1-) Calculer les trois premiers termes de la suite (U,). 


On considère la suite (U,) définie par : Uo = 0 et U, = 





2-) Montrer par récurrence que pour tout ne N , U, #1. 





U„+1 a 
3-) a-) On pose V, = JE D Montrer que la suite (V,) est arithmétique dont on précisera 


n 
la raison et le premier terme. 


b-) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 


c-) Étudier la convergence de la (U,) 
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EXERCICE 9 


Soit a un nombre réel positif différent de 1. 








1+aU, 
a+U, 





1-) On considère la suite (U,) définie par : Uo = 2 et U,,1 = 
a-) Calculer les deux premiers termes de la suite (U,). 


b-) Montrer par récurrence que la suite (U,) est définie c’est-à-dire U„ + —a pour tout 
neR 





U,-1 
2-) On pose V, = — 
(ERP ” U,+1 
a-) Montrer que (V,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et le premier terme. 
b-) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 


c-) Étudier la convergence de la (U,) 


EXERCICE 10 








I-) Préliminaire : Montrer que pour tout réel a et b strictement positif tel que : a > b 
alors : Va — Vb < Va =b. 
0< ug SVG 


II-) Soient (u,) et (v„) deux suites définies par : $u,,12 Vu,v,, Yn > 0 
Un + Va 





Vy+1 = ,Yn>0 


1-) Démontrer par récurrence sur nmtque (u,) et (v„) sont des suites strictement posi- 


tives. 
2-) a-) Calculer v?,, + u2, et e”déduire que Yn > 0, un < Vn 
b-) Démontrer que (#,) esfcroissante et (v,) est décroissante. 
n 
c-) Démontrer parwéeurrence sur n que Yÿn>0,on0<v,-u,< (5) (Vo — Uo)-. 


d-) Que peut-on dire des suites (up) et (v,)? Montrer qu'elles convergent vers la 


même limite. 


EXERCICE 12 








nchif fres 
Pour toutentier naturel n non nul , on pose U„ 111...111 ( Exemple U3=111=cent onze ); 


ď’autré partsi a est un chiffre autre que zéro , on pose S,(a) = a + aa + aaa + --- + aaa...aaa ( 
ExempléS;(0) = 9 + 99 + 999 = 1107). 


1-) Calculer U, en fonction de n. 


2-) En déduire une expression de S,(1) = Ui + U,+:-:+U, en fonction de n , puis une 
expression de S,(a) en fonction de n et a. 


3-) Calculer S,(1) +S,(2)+:-:+58,(9) en fonction de S,(1) , puis en fonction de n. 
EXERCICE 13 
Soit la suite (U,) définie par : Ugo, U des réels et U,,,2 — 6U,,1+9U,= 0 pour tout n € N 








1-) On considère la suite (V,,) définie par V, = 3 "U,. 
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a-) Exprimer V,,1 — V, en fonction de V, — V,_, puis exprimer V,,1— V, en fonction 
de V1 Vo. 
b-) Exprimer alors V, puis U, en fonction de n, Us et U:. 
2-) On suppose que U, = 1 et U} = 5. 
a-) Étudier la convergence des suites U, et V„. 
b-) Calculer S, = Uo + U1 +--+ U, en fonction de n. 
c-) La suite S, admet-elle une limite? 


EXERCICE 13 


Soit (U,) la suite définie par son premier terme U, et par le relation de récurrence : U,,;, = 
ÜU,+1 


VUS +1 


1-) Démontrer que la suite (U„) est constante si Uo prend deux valeurs que l’on précisera. 








— 1 pour tout entier naturel n. 


2-) On suppose maintenant que Un €] -1;0{. 
a-) Démontrer que : Yn € N, -1 < U, < 0 , et que (U) est strictement décroissante . 
1 
b-) Démontrer que : Yn € N, 0 < un+1 +1 < AU, +1). 
US #1 
1 
c-) On pose k = —— . Démontrer que : Yn € N, 0 < U,+1 < k”(U5+1). En déduire 
Ug +1 
la suite (U„) admet une limite finie L à préciser. 


EXERCICE 14 








1 1 1 
1-) Soit (U„) la suite définie par * U, = 1 + — + — +--+ —, pour tout 
1 
a-) Montrer quepoüriout k >1,Vk+1 _ Vk< NE 
2 
, U, > 2Vh+1€2 


b-) Moritrer que la suite (U,) est divergente. 


et en déduire que pour tout n > 1 








1 1 1 
2-) Soit (0,9,>1 la suite définie par : U, = + Hess +a 
E Vn2+1 Vn2+2 Vn2+n 


n 


n 
Vn+n Vn2+1 


b-) En déduire la suite (U„) est convergente et déterminer sa limite. 





a+) Montrer que pour tout n € IN”, <U,< 





0.3.2 Relation de récurrences 


EXERCICE 1 








Uo = 2 


On considère la suite définie par : > 
Un+1 = 3 Un + 1,Yn eN 


1) Calculer U4 , U, et U3 
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2) La suite (U,,) est - elle arithmétique ? Géométrique ? 
3) On définie la suite (V,) par : V, =U,-3,VneIN 
a) Calculer Vo , Vi et V 


C 


) 

b) Déterminer la nature de la suite (V,). 
) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 
) 


d) Déterminer lim V,et lim U, 
n—+00 n—+00 


n 
4) On pose : Sp = Vo + Vi + Vz +-+ Vp =Y Vy et T, = Uo + Un + Uz +-+ Un AND 
k=0 k=0 

a) Exprimer S, et T, en fonction de n. 


b) Déterminer lim S,et lim T, 
n—+ 


[e) n—+00 


EXERCICE 2 








Uọ=1 
On considère la suite (U,,) définie par : «SU, 


DE 
1) Calculer U; , U2 et U3. En déduire que (U,;) n'est nfarithmétique, ni géométrique. 


Yn eN 


2) On considère la suite (U„) définie par : V, = 





1 .Démontrer que (V,) est une suite 


Ÿ—- — 


arithmétique. Préciser le terme général pour le calcul de V, . 
3) En déduire le terme général pour le calcul de U;. 


EXERCICE 3 








Uo =0 
On considère la suite (U,,) définie par : SU, — 3 
(Un) a ae VEN 
U,+1 
1) Calculer U; , Uet Uz En déduire que (U„) west ni arithmétique, ni géométrique. 


n 
U,-1 
géométrique Préciser le terme général pour le calcul de V, . 





2) On considèré la suite (U,) définie par :V,, = .Démontrer que (V,) est une suite 
3) En déduire le terme général pour le calcul de U,. 
EXERCICE 


Le prix dù kg de sucre était de P) = 75F en 1970. On suppose que ce prix augmente réguliè- 








tement de 7% par an. On désigne par P, le prix du kg de sucre en (1970 + n); Yne N. 


1) Exprimer P,,, en fonction P,. En déduire la nature de la suite (P,) et l'expression de 


P, en fonction de n. 

2) Quel est le prix du kg de sucre : 
a) En 1972 
b) En 1980 


3) A partir de quelle année ce prix dépassera -t-il 750 F. 
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EXERCICE 5 


(V,)1>0 est une suite arithmétique telle que : V; = 7 et Vo = 1. 








1) Déterminer la raison et le premier terme de cette suite. 
2) Donner le sens de variation de cette suite et son terme général. 
3) S = V53 + V54 + °°° + Vioo. 

EXERCICE 6 








Uo = 9e 


Soit (U,) définie par : 
U,,:1=3VU,, YneN 


On pose V, = inf) 


9 
1) Montrer que (V,„) est une suite géométrique dont on précisera la raisomet”le premier 


terme. 
2) Exprimer V, et U, en fonction de n. 


3) Étudier la limite de la suite U,. 











EXERCICE 7 
1 
Do 
Soit (U,) définie par : 4 2+3U 
n+1 = i Yn eN 
4+U, 
1) Montrer que YneN , U,2>1. 


2) Étudier le sens de variation de U,„. 


) 
) 
3) Montrer si la suite (U„) converĝe vers l alors l = 1. 
4) 


a) Démontrer par récurreñcé qe Yne N, U,z1. 
_ 2œÆ Un, 
VV, 
expressions deV et de U, en fonction de n. 





b) On pose: V, . Montrer que (V,) est une géométrique. En déduire les 


c) Calculer dim W, et lim U,. 


n+% n—+00 
EXERCICE 8 








Uo = 2cos 0 
U,y = V2+U,, VYneN 


a 


Soient 0 SR tel que: 0 <90 < 3 et (U,) la suite définie par : | 


1#Calculer U4 , U; et U3 
0 
2) Montrer par récurrence que Yne N, U,= 2cos( >.) 
2” 


0 
3) Soit (V„) la suite définie par :YneN V,= zi Déterminer lim V,. 
4) En déduire lim U, 
EXERCICE 9 








Uo = 0 
Soient aekRet (U,) la suite définie par : < U, =1 

Us =aU,+(1-a)U, 1, Vn>1 
soit V, = Up+1 — Un- 
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1) Montrer que (V,) est une suite géométrique. 

2) Exprimer V, en fonction de n et a. 

3) En déduire l’expression de U, en fonction de n et a. 

4) Comment Choisir a pour que U, soit convergente? Quelle est alors sa limite ? 


EXERCICE 10 


On considère dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (O, #, v), la suite 








à Zo = ] 
de points M,(z,) tels que : 
P n(Zn) J Zn+1 = (1 +iV3)z,, Yn e N 


1) Calculer le module et un argument de 1 +iV3. 


2) Donner la forme algébrique et la forme trigonométrique de z, #z; et 73 ,puis 
placer les points Mo , Mı , M et M; dans le repère. 
3) YneN on pose: dy = |Zn+1 —Znl. 
a) Montrer que (d„) est une suite géométrique dont on: précisera la raison et le pre- 
mier terme. 
b) Exprimer d, en fonction de n. 
c) Montrer que la longueur 1 de la ligne brisée formée par les points Mo , Mı , M) 
>» M3 ,: , M, est égale à V3(2" A 
EXERCICE 11 
Le plan complexe muni d’un repère drthonormé direct (O, #, V) (unité graphique 4 cm). On 
nn 


n 
considère les suites (U,) et (Vmfdéfinies respectivement par : U, = (3) Ve 3 On 








désigne par M, le pont d’affixeiz,ÿ où z, = U," 
1) a) Quelle est la nätwredes suites (U,) et (Vn)? 
b) Pour quelles valeurs de n z, est-il réel? 
2) a) Représeniter les points Mọ , Mı , M, , M; et M, dans le repère. 
b) Démontrer que le triangle 0OM,M,,1 est rectangle en M,,1. 
3) ya) 


)sa) Soit (a,) la suite définie par : an =|z,:1-2,|,Vn eIN. Montrer que a, est une suite 


géométrique dont on précisera la raison et le premier terme. 


b) Calculer en fonction de n la somme : 
Sa = MoM; F MM; EST Mn- Mn 


EXERCICE 12 
Soit g la fonction définie sur R par: g(x)=V1+e™~ 








1) a) Montrer que l’équation g(x)=x un solution unique «. 


b) Montrer a € I =]1, 2] 
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2) a) Montrer que I est stable par g : c'est à dire que g(1) CI 


b) montrer que pour tout x €I, |[g’(x)| < De < 5 


c) En déduire que : Vxel, [g(x)-a|<|x-a«|. 
3 


U 
3) Soit (U,) la suite définie par : 073 
Uys1 =g(U,) YneN 


a) Sans faire de calculs représenter graphiquement les premiers termes de la suite. 
b) Établir par récurrence que pour tout n € N 
i) U,elI 
ii) [y als lUn al 
ii) [U,-al< Ge). 
4) a) Déduire des questions précédentes que (U„) converge vers. 
b) Déterminer un entier no tel que U,, soit une valeur approchée de a à 1074 près 


EXERCICE 13 








Ug =2 
-2U +1 + U, = 2n + 34 WWE IN 


1) Montrer qu’il existe un entier naturel btindépendant de n tel que: V,=U,+bn-1 


Soit la suite (U,) telle que | 


soit le terme général d’une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier 


terme. 


1 
2) En déduire que: U, = — #2 +11 
2” 


n n 
3) On pose : S= Yy et =) 0 
k=0 k=0 


a) Exprimer Sh, et#T, en fonction de n. 
b) Étudierdaconergence de ces deux suites. 


EXERCICE 14 








U =1 


On considère dâ suite (U,) définie par : 
U„n+1 = 2U, +an+b, YneN 


1 
l} Soit V, = 3 Un +n déterminer a et b pour que (V,) soit le terme général d’une suite 


géométrique dont on précisera la raison et le premier terme. 
2) a) Exprimer V, et U, en fonction den. 
b) Étudier la convergence de la suite (V,). 
n n 
3) Exprimer S, = Iy puis S} = y U; en fonction de n. 
k=0 k=0 
EXERCICE 15 NB : Le but de l’exercice est le calcul de cos — 
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1) Au nombre complexe z on associe le nombre complexe : Z =1+2z+ 2? +2 + 24 


122 





a) Vérifier que si z+1 alors Z = =: 
2H 
ES 
b) On pose z=e 5 . Calculer Z et en déduire la valeur de : 
27 AT 67 8T 
S = 1 + cos — + cos — + cos — + cos — 
5 5 5 
2) Montrer que : 


2 8 T 
a) D Se ue 4cos? [+ )-2 
5 5 5 


4 6 TT 
b) cos — + cos 2 = -2 cos — 


3) Utiliser 2) et 1) b) pour calculer cos + 
EXERCICE 16 








Zo =í 


On considère la suite z, définie par : 
Zy+1 = (1 + i)z, + 2i , Yma € N 


1) Calculer z} et 2. 
2) On définie la suite (U,) par: U, = zn +2, Yne N 

a) Montrer que: U„,=(2+i)(1+i)” 

b) Exprimer z, en fonction de n. 

. | Mr . ; 1 1, 
3) Soit M,:1; M, ,A et B les points d’affixes respectives 2,:1,2Z,,1 et RE zi 
AM > —— 
Démontrer que : ue = VŽ et (BM, ; AM, ) = Fln) 
n 
EXERCICE 17 


Le plan complexe muni d’un tepèfe orthonormé direct (O, t, v). 








1) Soit S la similitudeplane directe de centre w(1) qui transforme le point A(i) en O 


origine du repère: 
a) Déterminerle rapport et l’angle de la similitude. 
b) Emn déduire une écriture complexe de S. 


Z0 = 5 
2 Soit” z, la suite de nombre complexe définie par : 1+i ici 
Zn41 = —— Zp + EH „Yne N 


2 
On note le point M, ďd’affixe z, eton pose Z,=27,-1 
a) Construire les points Mo ; Mı ; M2 ; M3 ; M4 ; M5 ; Me 
b) Prouver que (Z,;) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le pre- 
mier terme. Exprimer Z„ ,puis z, en fonction de n. 
1 n-1 
c) Prouver que: M,M,,1 = (5) , YneN 


v2 
d) Calculer la longueur L,„ de la ligne polygonale Mo5MiM;,...M,,1, ainsi que la 


limite lorsque n tend vers +co. 
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EXERCICE 18 








Uo € [0; 1] 
Soit (U,) définie par : IEU, 


n+1 — 





Vn>0 
1) Montrer que: YneN ona 0O<U, <1 


2) Montrer que la suite (U,) est croissante. En déduire que (U,) est convergente et 


déterminer sa limite. 


EXERCICE 19 


Dans chacun des cas suivants, déterminer les réels a, b et c. 








1) a,b et c sont trois termes d’une progression arithmétique tel que : 4" b#c = 21 et 
abc =—105. 


2) a,b et c sont trois termes d’une progression géométrique tel ques: a+b+c= 63 et 
abc = 1728. 


EXERCICE 20 
Soit a un réel positif. Démontrer par récurrence que pôur'tout neN,(1+a > 1+na 
EXERCICE 21 














Uo = 2s Ui =g 
On considère (U,) définie par : AU, LA UA, 


, Yn22 
n 3 n 


1) Calculer U2 , U3 , Us 

2) On définie la suite (V,),>1 pare®V,„ = U„ — Un-1 
a) Calculer Vi , V2 (V3 
b) Montrer que (Y,} "est une suite géométrique. Exprimer V, en fonction de n. 
c) Exprimer Sne Vi + V+ V3 +--+ V, en fonction de n. 


EXERCICE 22 








On chercheà étudier la convergence de la suite (U,) définie par: 


1 3 
1) On considère la fonction définie sur R} par: f(x)= 5 (x + =} 
a) Étudier les variations de f. 


b) Montrer que si xE[V3;+00[ alors f(x) e [V3 ;+ool. 


1 


c) Montrer que pour tout x€ [V3 ;+oo[ ,0 < f'(x)< 5° 


2) Montrer par récurrence que sur n, que YneN , U,Ee [V3 ; +ool[ 


1 1 
3) En déduire que 0 < U, - V3 < -(U, : V3) puis 0 < U, - V3 < zn Uo - V3). 


Déterminer alors lim U, 
n—+00 
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EXERCICE 23 








Upo = 


Soit suite (U,) définie par : 1 1 
ó Uns = 5Un+ Lee Vn2>0 


2V2 V2 


w| N 





1) Calculer U et U}. 
2) Soit (V,) la suite définie par: V, = U,V2-n Vn>0 
a) Montrer que (V„) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 
premier terme. 
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 
c) Calculer la limite de U, 
3) On pose S„=Ugo+Ui+U+--+U, 
a) Exprimer S, en fonction de n. 
b) Étudier La limite de S$,. 


EXERCICE 24 








Uo=1 


Soit a un nombre réel non nul et la suite (U,) définie par.: 
U,=aU, +2, Vn>1 


1) On suppose que a=1 
a) Quelle est la nature de la suite 4U,). 
b) Calculer le centième termesde cette suite. 
c) Déterminer la valeur ds <1+3+5+:.:+ Uoo 
2) On suppose que a = 3,et onfdéfinie la suite (V,) telle que YneN V,=U,+1 
a) Montrer ques (W,)° est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 
premier tefme: 


b) Exprimer V, puis U, en fonction den. (U,) est-elle convergente? pourquoi? 
2 
3) On me donne pas a mais on définie la suite W, telle que Yn €N W, = U, - —— 


1-a 
a+. 
aÿ Montrer que (W,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 
premier terme. 


b) Pour quelles valeurs dea, (U,) sera - t- elle convergente? Calculer alors sa limite. 


EXERCICE 25 

















n 
: : Mi 1 
Soit (U„)n>0 la suite définie pour tout n non nul par : U, = D 
Er Vn? +k 
; n n 
1- Démontrer que pour tout n non nul on a: < U, < 
n?+n n?+1 


2- En déduire que la suite (U,) est convergente vers 1. 
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EXERCICE 26 : SUITES ADJACENTES 
U=1 Up= 








1 
—(U,+2V,)et 

1 
V1=12 Vy = zl 
1- Calculer U3, V, , U; et V3 


(Où) 


Soient (U,) et (V,) par : 
U,,+3V,) 


2- On pose W, = V,-U,. Montrer que (W,) est une suite géométrique et exprimer 


W, en fonction de n. Pour n non nul quelle est la limite de la suite (W,,) ? 

3- a) Montrer que (U,) est une suite croissante et (V,) est une suite décroissante. 
b) Montrer que U, est majorée par le réel V} et (V,) est minorée par le réel (U) ) 
c) Que peut-on dire des suites (U,) et (V,)? 

4- On pose T, = 3U, + 8V,, Pour tout entier n non nul. Montrer quelaæ suite (T,) est 
constante. En déduire de T, = 99 pour tout entier non nul. 

5- a) À partir des expression de W, et T, , exprimer U, et V, en fonction de n. 
b) Vérifier que U, et V, ont même limite. 
c) Que peut - on en conclure. 
d) En déduire la limite des U, et V,. 

EXERCICE 27 


Soit a et b deux nombres réels vérifiant 0 < a &b. 
On définit les suites (U,) et (V,) par : 








U,=a ep YneR, Un, = —— 
Vo sb ef YneR, Vp = ———— 
1° Vérifier que (U,) et (Va)soñt strictement positifs. 
2° On pose, pour tout'éntier naturel n, W, = Vp — Un. 
Démontrer qée 0#W,,, < iw, et en déduire, à l’aide d’un raisonnement par récur- 
rence, que: 
pourdout entier naturel n, on a 0<W,,; < ak 
3° Démontrer que la suite (U,) est croissante et que (V,) est décroissante. 
4° Qué peut-on déduire pour les suites (U,) et (V,)? 
5° A l’aide de l’étude de la suite (U, V,), déterminer la valeur de la limite commune des 
suites (U,) et (V,) 
Application : En prenant a=3 et b=5 , déterminer à l’aide de (U,) et (V,) un encadrement 
d'amplitude inférieure à 107? de V15 par deux rationnels. 
EXERCICE 28 
On définit les suites (U,) et (V,) par : 
n 
U, = 
k=0 








et V,=U, + — 


on] = 


34 





Montrer que les suites (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes. 
EXERCICE 29 








1 1 1 


= + +. + a 
V2n2?+1 V2n? +2 V2n? +n 





On donne la suite (V,) définie sur N* par: V, 


1) a. Écrire V, sous forme de somme. 
1 1 


1 
V2n2+n V2n2+k V2n?2+1 


c. En déduire un encadrement de V,. 


b. Montrer que : 


2) On utilisant le théorème dit « Des gendarme », déterminer lim V,. 











n—+00 
EXERCICE 30 
Ug =2 
Soit (U,) la suite définie par : U, 
=——, VneN 
A TE 4 A 
1) On considère la fonction définie sur R} par: f(x)= < à 


a) Étudier les variations de f. Dans un plan rapporté à ünrébère orthonormal, tracer 


la courbe représentative de la fonction f . 


b) En utilisant la courbe et la droite d’éqüatiôn y = x,représenter les premier 


termes de la suite (U,,) sur l’axe des abscisses: 
2) a) Démontrer que pour tout x de l’intervalle ]0 ;+co[ , f(x) appartient à ]0 ;+cof. 


b) En déduire que la suite (U,) est définie pour tout entier n, et que (U,) > 0. 








U 1 
3) a) Démontrer que, pour toutlentier n, de < 3 
n 
g U U,,_ U, U 
b) En remarquant qua = x = x. x x —. 
U Ur U,n-2 U: Uo 
PE 
Démontrer que W, < (5) 


c) La suite (U,) est - elle convergent? justifier. 


EXERCICE 31 








U5 = 2 
Soit (U, )da suite définie par : _7U,+3 


Mer 
1) a) Dans un plan rapporté à un repère orthonormal, tracer la courbe représentative 


YneN 


Zde la fonction f définie sur Rš par: 


E 7x+3 
— 2x+2 





f(x) 


et représenter les premier termes de la suite (U„) sur l’axe des abscisses. . 
b) Émettre une conjecture sur la limite de la suite (U„). 
2) a) Démontrer que pour tout x de l’intervalle ]0 ;+co[ , f(x) appartient à ]0 ;+oo] . 


b) En déduire que la suite (U,) est définie pour tout entier n, et que (U,) > 0. 
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3) a) Démontrer que, pour tout entier n : 
1 | 1 
(Un —31< SU -3| puis Un -31< (3) 


b) En déduire que la suite (U„) converge vers 3. 


EXERCICE 32 








Uo = 
Un+1 = VU, 


1) Illustrer graphiquement le processus de génération des termes de la suite (U,)hétfaire 


Dir 


Soit (U,) la suite définie pour YneN par: 


une conjecture sur la limite éventuelle de la suite (U,) 


3 . 1 1 PONN À 
2) Démontrer que si, 3 <x< 1, alors 3 < yx < 1 . En déduire succes$ivement que pour 
tout entier n : 


1 1-U 1 
SSD, et = 


1-U, VU, +1 


1/2\" 
is 1 — U <5(5) 
puis à ( 


3) En déduire que la suite (U,) converge vers un réelique l'on précisera. 


2 
< = 
3 


EXERCICE 33 








Uo = 4 


On cherche à étudier la convergence de la suite (Uf) définie par : 1 
Ur = 2 Dire 


1 3 
1) On considère la fonction défimiesur R} par: f(x)= 5 (x + =} 


a) Étudier les variationsfde"f; 


b) Montrer que si sx È[V3 ;+oo| alors f(x) € [V3 ;+ool. 


1 


c) Montrer quê pour tout x€ [V3 ;+oo[ ,0 < f'(x)< 7 


2) Montrer parrécurrence que sur n, que YneN , U,€ [V3 ;+o0[ 


1 1 
3) En déduire que 0 < U, - V3 < 5 (Ün-1 - V3) puis 0 < U,- V3 < za (Uo - V3). 


Déterminer alors lim U, 
n—+00 


EXERCICE 34 








Onfcherche à étudier la convergence de la suite (U,) définie par : 


36 





a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, f(x) — f (V5) = 
déduire que f admet un minimum égal à v5 pour x = v5 


b) En déduire que la suite (U,) est minorée par V5. 
5 — x? 





c) Montrer que, pour tout réel x x€]0 ;+oo[ , f(x) —x = . En déduire que, pour 
tout réel x > V5, on a f(x) < x. Montrer alors que la suite (U,) est décroissante 


2) En utilisant les résultats montrés dans la partie 1), justifier que (V,) est majoré” par 


V5 et qu'elle est croissante 


3) D’après ce qui précède, on a les inégalités suivantes : 
Vo < Vi S... Vp... < V5... <U, <... < U, < UG 


EXERCICE 35 


Le but de cet exercice est de montrer que la suite définie par, ún nombre réel strictement 








1 a ; 
positif et par la récurrence | Uo > OÙ,,,1 = 5 (v, + 5) Nn #0 où a est un nombre réel 
n 


positif quelconque, converge vers Va 


1) C’est un simple calcul, qui n'utilise que leg identités pour le carré d’une somme et 


d’une différence. 


2) Pour montrer que si n > 1 alors U, > Va, il suffit d'utiliser l'identité de la question 


précédente. En effet : U?,, -a = Wie > 0, car le terme à droite du quotient d’un 

nombre réel non négatif par un nombre réel positif . 

Par conséquent, Ui >a pour tout n > 1. 

Prouvons maintenant que la suite (U„)„>1 est croissante.Comme d’habitude Calcu- 

lons la différence : U,,,1 — U, = > (v + 5.) be X (v, — 4) on vient de voir que 
2 U, 2 U, 


U,„ > Va ce qui entraine que 
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a 
U?>a U, T Sg Up 


On en déduit que : Up+1 — Un <, donc (U,),>1 est croissante. 

3) Le raisonnement ci-dessus montre que (U,) est une suite croissante et minorée par 
Va. D'après le critère de convergence que l’on a vu en cours , (U,) est une suite 
convergente. Notons l sa limite . Afin de calculer la valeur de 1 on utilise la rela- 


tion de récurrence. On a : 


lim U, = lim U, = 
n—+00 n—+00 


1 a 
-| lim U, + ———— 
Ilo 7 Inc 0, 


n—+00 


et par conséquent l satisfait à la côndif 





tion 


1 a a 2. 
1= (+2) e2l=1+f eP=a 


D'où lim U, = Va 
h— +00 
Ce que l’on voulait prouver. 
PROBLÈME : 1 SUITE 9 points) 


Soient (X:)1en €t (Yrinen deux suites numériques définies pouf tout "7 EIN par: 











X0 = 25 Vo — 2 
-1 3 1 
Xn = n et Yn = g% + zyn- 


1) Soit (Va)new la suite définie par: Vp = Xn h #eIN. 
a. Monter que (V„) est une suite géométrique. 
b. Étudier la convergence de (V,,). 
c. Exprimer x,+7, en fonction den. 
2) a. Démonter par récurrence qué pour tout nEÏN ;x,>0 et y,>0. 


Das s jrs X ? 
b. On considère la suité (UWhen définie par: U, = =. Démontrer que: U, = 
n 





1 
3U, + 2 
1 
U„- 3 
3) Soit (W,) là suite définie par : W, = Usl 


a. Démontér que (W,„)nen est une suite géométrique. 
bá Donñer l'expression de W, en fonction de n. 

c., Puis celle de U, en fonction de n. 

d. Étudier la convergence de (U,). 


4) En utilisant les valeurs de U, = “ii Vna = Xn + Yn: 


n 
a. Donner les expression de x, etde y, en fonction de n. 


b. En déduire les limites des suites (x,),en et (Yn)neN 


EXERCICE : 36 








Uo=0 


Un+1 = VU +2 


On note f la fonction numérique associée définie sur ]0;+o0[ par : f(x) = Vx +2 


On considère la suite définie pour tout entier naturel n par : | 
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PARTIE 1 Représentation et conjecture 


1/ Étudier les variations de la fonction f, et dresser son tableau de variation sur 
]0; +col. 
e Tracer sa courbe 


e Déterminer graphiquement les premier terme de la suite (U,) 


2/ Par simple lecture graphique 
e Donner un majorant et un minorant de la suite (U,) 


e Indiquer son sens de variation 
PARTIE 2 Démonstration 
1/ Majorant et Minorant. 

a) Montrer que si x € [0;2] alors f(x) € [0;2] 

b) si un terme U, appartient à l’intervalle [0;2] , que peut-on dire du terme sui- 
vant? 
En raisonnant de proche en proche justifier que : 
Pour toutneN 0<U,<2 


2/ Sens de variation 
a) Montrer que pour tout n : 
2+U,-U? 
U A -Un = 7 7 
V2+U, +U, 
et en déduire que U,,,£ U, est du signe de 2+U, — g7: 


b) En remarquant que‘pôurtout x, 2 + x- x? = (2 — x)(1 + x), déterminer le signe 


de U„+1 — Un puts conclure sur le sens de variation de la suite. 


3/ Usage du théorème des accroissements finis 








U;= sai 
a) Montrer que pour tout entier naturel n U,,1 - 2 = i et déduire que 
U, +2+2 
1 

Uni J 2| < zlUn E 2| 

b) Justifier alors que : 
1 
[Uo -2| < 2; |U; - 2| < 1; |U} - 2| < D 5, -2| < TE 


3/ Usage du théorème des gendarmes 
1 
a) Calculer lim ——.En déduire lim |U, — 2] 
n—+oo 2171 n—+00 


b) Déterminer la limite de la suite lim U, 
n—+00 


EXERCICE : 37 








Soit (U,) la suite définie par Uọ = 5 et la relation de récurrence U,,,1 = T +1. 
n 


2 
On note f la fonction définie de ]0;+co[ par f(x) = F +1, ( f sa courbe représentative dans 


le plan rapporté a un repère orthonormal (O; ? jj et ( 2) la droite d’équation y = x. 
PARTIE : A RECHERCHE D’UNE CONJECTURE 
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1 Tracer la courbe ( #j'et la droite ( 2j en prenant 2 cm pour unité graphique. Calculer 


les coordonnées des points d’intersection de la courbe ( #j'et de la droite ( ©). 


2 En utilisant la courbe ( et la droite ( ©) , représenter sur l’axe des abscisse les 
premier terme de la suite (U,). 


Émettre une conjecture sur la convergence de la suite (U,) 
PARTIE : B ÉTUDE DE LA SUITE (U,) 


7 7 
1 Démontrer que si 5 < x < 5, alors 5 < f(x) < 5. 
En déduire que la suite (U,) est bien définie, pour tout entier n , qu’elle ést bornée 


7 
par = et 5.Est-elle monotone? 





Justifier. 
| -Up _. 5 
2 a) Démontrer que pour tout n, U,,1 — 2 = , puis que [U,f,® 2] < lUn — 2]. 
n 
2 : š PT E . = IU, -2| 2 
b) En déduire que la suite (V,) définie pour tout entieñn, par V, = est dé- 





5%? 


RS 
SI 
~ 


5 n 
croissante. En comparant V, et V5, établir que |U} — 2| < (>) . 
c) Démontrer que la suite (U„) est convergente et préciser sa limite. 
PARTIE C CALCUL DE U, en fonction de n 


j 1€ U,, -2 i 
1 Démontrer que la suite (W,) définie, pour tout n, par W, = ni , est une suite 


géométrique dont on préciserâ la raison et le terme initial. 


I" ; pour tout entier n. 
=) 
2 


3 Utiliser le résultatprécédent pour retrouver le fait que la suite (U„) converge vers 2. 


2 Exprimer U, en fonction dé W,, puis établir que U,, = 


EXERCICE 36 Raisonnement par récurrence 








1 
Un+1 = 3 Un F2 


Uo =5 
Môntrer que pour tout entier naturel n, U, > -3 


1) On considère la suite (U,) définie par 


2) On considère la suite (U,) définie pour tout n > 1 par: 
n 

U, = ) (2p-1) (Somme des n premiers nombres impairs). 
p=1 

Montrer que pour tout n > 1, U, = n?. 


3) Démontrer par récurrence sur l’entier naturel n > 1 que: 
n 


Yp _ n(n + Jun 1) 





p=1 
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4) Démontrer par récurrence sur l'entier naturel n > 1 que : 


n n 2 2 2 2 
pe P = (2242) _n'(n+1) 
2o ea 


5) Démontrer que Yn > 1 





2 1 n 





PRE) AM) 
6) Inégalité de Bernoulli : Démontrer que pour tout x €] - 1;+oœl[ et pour toutln € IN, 


(1+x)">1+nx 
7) Montrer que pour tout entier naturel n, 2% — 1 est un multiple de 7. 


8) On considère la suite (U,) définie pour tout n € IN par la relation de récurrence 
Un+2 = SUs12 — EU, 
Us =1 
U =2 
Démontrer que pour tout n € N, U, = 2". 
n 


9) Pour tout n € N* on note f, la fonction définie sur R par f,(x) = x”. 


Démontrer que f, est dérivable et que pourfout#éel x, f? (x) = nx”! 


10) Démontrer que pour tout n > 1 : n! > 25! 
11) Donner le nombre de diagonales d’un quadrilatère, d’un pentagone, et d’un hexa- 
gone. 


On note d„, Le nombre de dfagonale d’un polygone convexe à n sommets, n > 4. 
Deux des formules suivantessont vraies pour n > 4. 

a) dn+1 = dy +3 b) du+1 = 24, +(-1) c) dn+1 = dntn—1 

_ n?-3n 

2 


Laquelle ? Déterminer la première formule à l’aide des graphiques et l’utiliser pour 


d) d,,:\,=d,#n-2" e) d, 





démontrer par récurrence la seconde. 


12) Ofcoméidère la suite (U,) définie par U, = 8 et pour tout ne N , U,,1 = YU, +1. 
Démontrer que pour tout entier naturel n, 1 < U,,, < U,. On pourra étudier les 


variations de la fonction f : x> Vx+1 pour prouver l’hérédité. 
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NOMBRES COMPLEXES 





Mettre les complexes suivants sous forme algébrique : 


a=( V3 - J ( V3 JF zə = —i?(1 + 5i)(3 — i)?; 








2 2 
] | 3—2 2—5i 
28 = (V2 V6) — (24H a a 
3 
i (-2+iV3) 
Z; = —— =z; A E —+, 
5 1V2 -iv3 ° (+0 


Démontrer que si les nombres complexes z; et z, ont pour 





module 1 alors le nombre complexe z = ee est réel. 
1+22% 
: 1+z 
Soit z € C < {1}. Montrer que i EiR = h| = 


Résoudre dans C les équations suivantes. 


1) 5z — 2|z| = 5 + 20i 


2) 2? +4(1 — i)z? — 2(2 + 7i)z — 16 + 8i = 0 sachant qu'elle 
admet une racine réelle. 

3) 2 +22 + Tiz —5-—i = 0 sachant qu’elle admet une racine 
imaginaire pure. 

4) 2° +62? +25 = 0. 


5) z4— (3 — 2i)? + 8 + 6i = 0 


Déterminer et construire dans un repère{O, W, v) len- 
semble des points M d’affixe z, tels que : 
a)|2+2=2|2+i| b) (1 +iv3) Kav8 — ail = 4 
à Z 3 + 2i 


= 1 
z — 4i 








d) |(1 + i£ — Me 3il? + |z — 6|? = 54 


6| Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé 
(O, t, T), soit M l€ point d’affixe z = 


sont des nombresaéels, A le pa d’affixe 1—2i et B le point 
z= 142i 


z—i 
Soit les réels X et Y tels que Z = X +iY. Exprimer X et 


xz + iy où x et y 


d’affixe i. On pose Z= 


1 


= 


Y én fonction de x et y. 


Déterminer et construire l’ensemble € des points M d’af- 


fixe z tels que Z soit un nombre réel. 


Déterminer et construire l’ensemble F des points M d’af- 


fixe z tels que Z soit un nombre imaginaire pur. 


Déterminer et construire l’ensemble & des points M d’af- 


fixe z tels que |Z| = 1. 


On note Z le plan complexe et A le point d’affixe 
3 — i. Soit f l'application de Z X {A} dans Z qui a tout 
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ défini par 
2iz — 4 + 2i 
z—3+i 
1) Déterminer P’ image par f du point P d'affixefl * i. 


1 


2) Déterminer le point Q dont l’image pat fest le point Q’ 
d’affixe 1 +i. 

3) Déterminer et construire l’ensemble des points M d’affixe 
z tels que : 

b) z’ eşsť imaginaire pur 


a) z' est réel c) |z |= 2. 


8| Pour tout complexe 4 on pose z’ = 


— 1 
=r Soient A, B, 
Z 
M et M' les pointsid’affixes respectives 1, —1, z et z’ dans 


un repère orthonôrmé (O, W, W). 
1) Comparer — 1| et |Z — 1|. 
2) Eñdéduîre que le point M' appartient au cercle de centre 


O eti de rayon 1. 
z'+1 





Soit r = . Exprimer r en fonction de z et montrer 


que r est un nombre réel. 
En déduire que les vecteurs AM et BM' sont colinéaires. 
Proposer une construction géométrique du point M' 


connaissant le point M. On fera une figure. 


9| Mettre les nombres complexes suivants sous forme expo- 


nentielle et préciser les parties réelles et imaginaires. 


V6 — iv2 (+i ( —2i ) 
EE AaS a ana NT À 
| “1+i Art © V3 +i 
D Sn 

tan = +i 


Soit 0 €] — m; r|. Déterminer (en fonction des valeurs 


de 0), le module et un argument des nombres complexes sui- 


vants : 

zı = cos 0 — isin 6; z = sin 0 + i cos; 
as | Le. 

z3 = 1 + cos 0 + isin 0; A D 

25 = cos 0 + i(1 + sin 0) 


= (1—iv3)(cos0 + isin0) 
cos 0 + sin 0 + i(cos 0 — sin 0) 





Soit 0 € R et z = 


1) Déterminer le module et un argument de z,. On discutera 


— sin 20 + 2i cos? 0. 


en fonction des valeurs de 6. à 
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2) Déterminer l’ensemble des nombres réels 0 tels que |2,| = 


[2e — 1l. 


6—iv2 
EE soit a = V2 sie 722 


22 


1) Écrire 21, & et Z sous forme trigonométrique. 
2) 
3) 
4) 


Calculer Z sous forme algébrique. 


En déduire les valeurs exactes de cos 5 et sin z 


Résoudre dans R l'équation d’inconnue x : 


(V6 + V2) COS £x + (V5 - v2) sin x = 2. 


On considère le nombre complexe u = —3 + 3i. 
1) Écrire u sous forme trigonométrique. 


2) Déterminer le nombre complexe z tel que : 


TIn .. T7 
uz = 6V2 (cos + isin D). 


177 


17 
En déduire les valeurs exactes de cos su et sin ET 


A 12 


Soit u = 5 (V/2+ v3- iy2- V3). 


1) Calculer u?, en déduire le module et un argument de u. 


2) Soit z = 


l’ensemble des points M d’affixe z tels que : 


Xe” avec À € Rý et 0 € [0;27[. Déterminef 


a) uz est réel b) uz est imaginaire pur c) füz| = 15. 
On se place dans le plan complexe muni dun repère 
orthonormé direct (O, W, Y). Montrer dédeu# façons diffé- 
rentes les propositions suivantes : 


a) N3T4-i 


Soit A(—2+i), B(—2—2i) et @ | 7 


ABC est équilatéral. 
Soit P(—2—i), Q(542i) et R(—8 + 13i). Le triangle PQR 
est rectangle en æ. 


c) Soit S(—1 5i), D2 +i) et U (4 + 5i). Les points S, T et 


U sont alignés! 


| . Le triangle 


b) 


2 
l’équâtion (E): (cos 2a)z? — 2i(cos a)z — 1 = 0 où z est une 


T 
Soit œ un paramètre réel, œa € fo; | On considère 


inconnue complexe. 
a) Discuter suivant les valeurs de a les solutions de (E). 


b) On appelle M, et M, les images des racines dans le plan 
complexe rapporté au repère orthonormé usuel. Détermi- 


ner q pour que la distance M, M, soit égale à 2. 


On désigne par a un nombre réel tel que —7 < à < T. 


a 
1) Démontrer légalité sin? a — 2(1 + cos a) = —4cos* A 
2) Résoudre dans C l’équation d’inconnue z : 


2? — 2zsin a + 2(1 + cosa) = 0. 


3) Calculer en fonction de a le module et un argument de 


chacune des solutions de cette équation. 


Soit ð un réel de l'intervalle ]0; r|. On désigne par M. et 
M, les points dont les affixes sont les solutions de l'équation : 
22z°(1 — cos 20) — 2z sin 20 + 1 = Q: 


Déterminer 0 pour que le triangles@ MA, soit équilatéral. 


Soit 0 un réel de l'intervalle [0; 27]. 


1) Résoudre dans C l’équation d’inconnue z : 
z? — (29+! cos 0) zH 2 = 0. 
Donner chaque solution sous forme trigonométrique. 

2) Dans le lan complexe orienté on considère les points A 
et Bdonteles affixes sont les solutions de l’équation précé- 
défite. Déterminer 0 pour que OAB soit un triangle équi- 


latéral. 


Soit 0 un réel de l'intervalle | — x; r|. Résoudre dans C 
léquation d’inconnue z : z2? — 2(1 + cos 0)z + 2(1 + cos 0) = 0. 
Donner la forme trigonométrique de chacune des solutions, 


quand cela est possible. 


Soit 0 un réel de l'intervalle | n. 5 f Résoudre dans C 
équation d’inconnue z : 2? — 2 sin 0z + tan? 0 = 0. 
Donner la forme trigonométrique de chacune des solutions, 


quand elles sont distinctes. 


Soient a et b deux nombres réels tels que a # 0 et 
|b| < 2ļal. 
a) Montrer que l'équation az? + bz + a = 0 possède deux 


solutions conjuguées. 
b) Calculer le module de ces solutions. 


c) Calculer le cosinus de l'argument des ces solutions. 


Dans le plan complexe, on considère les points A et C 
dont les affixes sont les solutions de l'équation : 

2? — (3 + 4i)z—-1+7i=0. 
Déterminer les points B et D tels que ABCD soit un carré 


de diagonale [AC]. i 
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Dans le plan complexe, on considère les points À, B, 1) À l’aide des formules d’Euler, démontrer que : 
C et D d’affixes respectives : a = —2 + 2iÿ3, b = 1 + iv3, ‘ie (cos — cos 3x). 
c= 1 —ivy3 et d = —2 — 2iy 3. 

vs ve 2) En déduire la primitive F de f telle que F D =0. 
D ROSES bone CN 3) Pour p et q dans N*, calculer les primitives des fonc- 
2) Montrer que le quadrilatère ABCD est un trapèze isocèle. tions f: £ > cosprcosqr, g: x > sinprsingr et 


d—b d—-c 


el h: x — cos pz sin qz 








3) Calculer 
a — 
ACD et ABD. 


. En déduire la nature des triangles 


Les questions sont indépendantes. 


4) Montrer que les points À, B, C et D appartiennent à un 6 
) E È ï . PI 1) Résoudre dans R l'équation v3 cos x = sint = —1. 
même cercle dont on précisera le centre et le rayon. 


2) En utilisant la formule de Moivre, exprimer sin 2x et 
| sin 3x en fonction de cos x et sim x lef résoudre l'équation 
Soit l'équation (E): z4 = 8(1 — iy3) d’inconnue z € C. a 
sin z + sin 2x + sin 3x = 0, 
1) Déterminer la forme trigonométrique des solutions de (Æ). ee i a E P 
3) Linéariser les expressions 'costa, sinta, cos?(2) et 


Z Jé : 4 — . 
2) Résoudre dans C l’équation 2f = 1. robe. 


_ 1 —e 
v6 — v2 4 VE T v2 Calculer a“ et en déduire 4) Soit z = od avech € |—r; r|. Exprimer z en fonction 


0 
de 7 Précisen|Z|'et arg(z). 





3) Soit a = 


les solutions de (E) sous forme algébrique. 





4) A partir des questions précédentes déterminer, les valeurs 5) 


ad 117 ki 117 
— in —. 
exactes de cos 12 et s 12 


Donner laf forme exponentielle de l'expression z = 
ei? Lei 


18 eitæru) 
ety, elle a un sens. 


en précisant pour quelles valeurs des réels x 





2 2 A š . it ji 
Résoudre dans C les équations suivantes : k) Aiculer Re ( - z) et Me ( _ z) 
2 a ei — ei eN 
Te 7) Démontrer que e™’ = Da our 0 Æ Z i27] 
2) (2z — 1) = 2* j — 1-itan0 ” 2 
a ai | 8) Pour tout entier naturel n, simplifier les expressions sui- 
3) Z = 2? (on pourra utiliser la forme exponentiélle) Pe An na n 
E ma R A 
4) 27(2—1)°+ (2+1) = 0 | 145 V2" 


9) Soient u et v deux nombres complexes distincts et de 





: - u +v f oni 
On considère le nombre complexe => + i2, même module r. Montrer que est imaginaire pur. 
uU PE 


1) Écrire en fonction de j les solfftionisfde l’équation 2° = 27. 10) On pose S = cos p + cos g et S = sin p + sin q. 





2) Résoudre le système d'équations d’inconnue (u,v) € C? : a) Démontrer que S + iS' = 2e'"* cos eo. 
u’v + uv’? = 6 b) En déduire des expressions de § et S’ sous forme de 
u? +v = 9 produits. 
c) Procéder de même avec T = cosp — cosq et T' = 


2 


On considère dé nombre complexe z = e7. On pose 
S = z + z #'et T = 25 + 25 + 25. 


sin p — sin q. 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé di- 


rect (O, À, T). On note A le point d’affixe —4+2i, B le point 
2) Bémôntrer que sin( 7) + sin(%) > 0. En déduire que la z+4-—2i 
d’affixe 2 — 3i. Soit le nombre complexe Z = -343 Dans 
Pm 
chaque cas déterminer l’ensemble des points M d’affixe z vé- 


1) Déontrer que S et T sont conjugués. 


pårtie imaginaire de S est positive. 


3) Calculer S +T et ST. rifiant la condition indiquée. 

4) En déduire S et T. 1) |Z|=1; 2) |Z| =2; 3) Z=2 
4) ZER; 5) Zeik; 6) arg(Z) = 

f est la fonction définie sur R par f(x) = sin x sin 2x. 7) ZER. 




















On pose w = &¥ , a = w + wt et B =w? + ui. Les questions sont indépendantes. 


1) Démontrer que W = w4, w? = w? et L+w+w?’ +w? +wt = 0. 








2) En déduire que a + 8 = —1 et af = —1. 1) Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que 
3) Déterminer une équation du second degré dont les ra- les points d’affixes respectives z, iz et z° soient alignés. 
27 —1+V5 
cines sont œ et 8. En déduire que cos = v5 z \“ 
5 4 2) Déterminer les points M (z) du plan tels que (à) € 
4r —1- v5 z A 
et cos = ; R. 


5 4 
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EXERCICES TERMINALE S LES NOMBRES COMPLEXES 














PREMIERS EXERCICES: 
1. Calculs dans C : Ecrire les nombres complexes suivant sous la forme a + ib où a et b sont des réels : 
=, 53; — j4. ias ; A |1 „v3 LAS š pey i Le 
FSRS a2=É; z3 = (3 + 2i XS + 4i); za= ho PEL zs=(1+i) ; 
l-i 1+2i z 
EEE gane Heu. Herr Zo=1+itÉ+P+É+ +. 
1+i 3—i Zs 


2. Résolution d’équations dans C : Résoudre les équations suivantes dans l’ensemble des nombres complexes : 
a)z22—z+1=0; b) 22 +3z+2=0; c)z—-1=0; d) (2 -2z 2 -4=0;: 
e)zt+ z —6=0; fz =1; sels h)z+1=0. 


3. Module et argument : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants 4 


V3 


us +; z=l+i; z3=i; Za=-1l+i; zs= J3+i; 2=3-i3 ; g1#3®3+i1-ì; 


8 Z2 Z6 
Z8 = 723X 2; z=(1+0°; Z0 = Z1 X Z5 ; Zn= e Z2= = s 


4. Forme trigonométrique : Donner la forme trigonométrique des nombres complexes de la question 3. 
5. Forme exponentielle complexe : Donner la forme exponentielle des nombres complexes de la question 3. 


6. Représentation graphique : Dans le plan muni d’un repère orthønormé (O ; ù, v ), placer les points M1, M2, 
… , Mn images des nombres complexes de la question 3. 
Donner l'écriture exponentielle des nombres complexes suivants: 


| 1+i 1.41 3 Ee —V2+i V2 
=l+i; =3+ ; Z3= US = À D; = (—) ; = - | 
Zi i z2 iV3; z EF za Es Z5 E. Z6 141 
EXERCICE 1 : On considère le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O; #, Ÿ}) , et on considère 
les points À, B et C distincts situés sur le cercle de centre O et de rayon r . Les points A’, B’ et C’ sont les images 





de A, B et C par la rotation de centre O et d’angle - . Les points U, V et W sont les milieux des segments [A’B], 
[B’C], [CA] ; montrer que le triangle UVW est équilatéral. 


EXERCICE 2: Le plan complexeæstwrapporté à un repère orthonormé (O; ù, Y), et on considère l’application 


f du plan complexe dans lui-mêmé qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe f(z) = Thiz. 





1. Montrer que l’ensemblé (d) des points M dont l’ affixe z vérifie f{z) = z est une droite. 
2. Montrer que le nombre AT est réel. 
an 


3. En déduire que M’ appartient à la droite A passant par M et de vecteur directeur ʻ - V. 

4. Montrer que pour tout nombre complexe z, f (f (2)) = f (2). 

5. Déduire’des questions précédentes que M” est le point d’intersection des deux droites (d) et A . 
6. Carattériser géométriquement l’ application f. 


EXERCICE 3 : On considère le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O; #, V). On désigne par A 
leoint d’affixe 1 et par C le cercle de centre A et de rayon 1. 


PARTIE A : Soit F le point d’affixe 2, B le point d’affixe zp =l y et E le point d’affixe z,=1+z% . 

Montrer que le point B appartient au cercle C. 

Déterminer une mesure en radians de l’angle ( AF ; AB ). Placer le point B. 

Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes Zg —z, et Z -z,. En déduire que les points A, B et E 
sont alignés. Placer le point E. 

PARTIE B : Pour tout nombre complexe z tel que z + 1, on considère les points M et M’ d’affixes respectives z 
etz ùz = 1+2z. 

Pour z #0 et z + 1, donner, à l’aide des points A, M et M’ une interprétation géométrique d’un argument du 
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'—1 ie ; ; to | 2 
nombre complexe = . En déduire que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si Z est un réel. 
z= z—1 


EXERCICE 4 : On considère le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O; #, ÿ}) ,et l’application f 
du plan complexe dans lui-même qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z'=7°-37? +37 . On 
considère les points B et C d’affixe respectives i et i Ÿ3 . Calculer les affixes des points images de O, B et C par 
f. Placer les points B et C et leur image B’ et C’ . L'application f conserve-t-elle l’alignement ? 

Montrer qu’un point M d’affixe z est invariant par f si et seulement si z vérifie l’équation : z°-3z?+2z=0.En 
déduire que f possède trois points invariants dont on déterminera les affixes. 

Montrer pour tout z de © l’égalité : z’-1=(z-1}. 

Soit z un nombre complexe différent de 1, on note r le module de z — 1 et œ un argument de z — 1 . Exprimef le 
module r’ et un argument œ’ de z’ — 1 en fonction de r et de ©. 

Soit A le point d’affixe 1, déduire des résultats précédents une relation entre la distance AM et la distance. AM, 
et une relation entre une mesure de l’angle (ù; AM') et une mesure de l’angle (ù; AM). 

Montrer que si le point M appartient au cercle I de centre A et de rayon V2 , alors M’ appartient au cercle I” de 
même centre dont on déterminera le rayon. 

Montrer que si M appartient à la demi-droite ouverte (d) d’origine À passant par le point. B; alors’le point M? 
appartient à une demi-droite (d°) que l’on déterminera. 

Justifier l’appartenance du point B’ à I” et à (d’). 

Compléter la figure avec les différents éléments T, I”, (d) et (d°). 


EXERCICE 5 : On considère le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé (O ; %, v ).On considère le 
point M d’affixe z, le point M. d’affixe z , le point A d’affixe 2 et le point Bd’ affixe 1. Soit f l’application de 


P privé de A dans P , qui à tout point M d’affixe z associe le point M d’affixe z’ tel que z'= rs ; 


z—2 





Déterminer les points invariants par f. 
Soit C le point d’affixe 2(1 + i V3 ). Montrer que C’ estiéwmilieu du segment [OC]. 
Calculer pour tout z + 2, le produit Z —2)z'—1). 
En déduire : la valeur du produit AM; X BM’ ; une expression de l’angle (ù; BM') en fonction de (ñ; AM, ) | 
Justifier les relations : AM X BM’ = 6; (ù; BM') = (ù; AM). 
Application : construire l’image D’ du poińt D d’affixe 2 + 2 Ja ; 
EXERCICE 6 : On considère le plañComplexe rapporté à un repère orthonormé (O ; #, Y )( unité graphique : 
4 cm). Soit A le point d’affixe z4=""het B le point d’affixe zs = - 2i. On considère le point M: d’affixe z , le point 
A d’affixe 2 et le point B d’affixe”1. Soit f l application qui, à tout point M d’affixe z , M distinct de A, associe 

. iz-2 


le point M’ d’affixe z’ défini par z'= aF 
z +1 





Démontrer que, si z éstimaäginaire pur, z + - i , alors z’ est imaginaire pur. 

Déterminer les points inVariants par l application f. 

Calculer |z'-ilX[z+i] . 

Montrer que, quand le point M décrit le cercle de centre A et de rayon 2, le point M’ reste sur un cercle dont on 
déterminera lescentre et le rayon. 

Développer ( z + i }? puis factoriser z? + 2iz -2. 

Déterminer et représenter l’ensemble des points M tels que M’ soit le symétrique de M par rapport à O. 
Déterminer et représenter l’ensemble E des points M tels que le module de z’ soit égal à 1. 


i(z— Zg) 
( On pourra remarquer que z'=——— ). 
2 ZA 


EXERCICE 7 : Soit le nombre complexe u = 1 + i. Ecrire u et 4 sous forme exponentielle. 


Soit n un entier naturel. On pose S, =u" +u”. Donner une écriture de S, à l’aide d’une exponentielle. En déduire 


T ` PE E E : 
que $, = À, cos(n où À, est un réel à préciser en fonction de n. Pour quelles valeurs de n a-t-on S, = 0 ? 


Prouver que si n est pair, S, est un entier relatif. 
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EXERCICE 8 : On considère le point A d’affixe 1 et, pour tout O appartenant à [0 ;2x [, le point M d’affixe 

z=e". On désigne par P le point d’affixe 1 +z et par Q le point d’affixe z2. 

1. A partir du point M, donner une construction géométrique de P et Q. 

2. Placer les points O, A, M, P et Q sur une même figure. 

3. Déterminer l’ensemble des points P pour 6 appartenant à [0 ;2x [. 

4. Soit S le point d’affixe 1 + z + z2, z étant toujours l’affixe du point M. a) Construire S en justifiant la 

construction. 

b) Dans le cas où S est différent de O, tracer la droite (OS). Quelle conjecture apparaît sur le point M ? 
1+z+z’ 


c) Démontrer que le nombre —~—— est réel quel que soit 6 appartenant à [0 ;27 [. 
z 


d) Conclure sur la conjecture précédente. 


EXERCICE 9 : Soit A le point d’affixe i ; à tout point M d’affixe z, distinct de A, on associe le pointM’ d’ affixe 


z'= es . Déterminer l’ensemble C des points M, distincts de A, pour lesquels z’ est réel. 

z—i 
On suppose que M appartient au cercle C’de centre A et de rayon 1. Montrer que M’ appartient àC’. 
EXERCICE 10 :Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O; uŭ, Y) (afnité graphique 2 cm). 
1. Résoudre dans C l'équation : z2? — 2 V3 z+4=0.0n pose a = V3 +iet b= V3 —-i. Ectire det b sous forme 
exponentielle et placer les points A et B d'affixes respectives a et b. 
2.a. Soit r la rotation de centre O d'angle Z . Calculer l'affixe a' du point A' image du point A par r. Ecrire a' sous forme 


algébrique et placer A' sur la figure précédente. 


b. Soit h l'homothétie de centre O et de rapport = . Calculer l'affixe b' du point B' image du point B par h. Placer B' 


sur la figure précédente. 


3. Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B' et Re rayon de ce cercle. On désigne par c l'affixe du point C. 





a. Justifier les égalités suivantes: cc=R?° ; (2i )(@€+2i)=R ; (+283 )+2843 re 
b. En déduire que c—c=2i puis que cr 


c. En déduire l'affixe du point C et la valéur dèR: 


EXERCICE 11 : On donne dansde plan P muni d'un repère orthonormal, les trois points A, B, C de 
coordonnées : A(1:0) B(3,6C(2€ 3 V3 ; 3 + V3 ). 


1. Soient a, b, c les affixes respectives de A, B, C. 

c—a 

b-a ` 

2. Interpréter géométriquement ce nombre complexe. En déduire la mesure principale en degrés de l'angle orienté 
(AB, AC) epla nature du triangle ABC. 





Exprimer sous forme ãlgébrique le nombre complexe : 


LTG, 


z—b 





3. A tout nombre complexe z, z1b, on associe le nombre complexe Z défini par Z= 


Déterminér géométriquement l'ensemble des points M d'affixe z tels que 1Z1 =1. 


EXERCICE 12 : Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O; %, Ÿ ) on associe à tout nombre 
z+2 

—i(z+i) ` 

1. Calculer le nombre complexe Zo obtenu pour z = i; déterminer le module de Z% . 

2. Dans cette question on pourra poser Z=U+iV et z=x+iy où U,V,x,y sont des réels. 

Soit A le point d'affixe -2 et B le point d'affixe -i. 

a) Déterminer et représenter l'ensemble (C) des points M d'affixe z tel que Z soit réel. 

b) Déterminer et représenter l'ensemble (D) des points M d'affixe z tel que Z soit imaginaire pur. 

3. Donner une interprétation géométrique du module de Z. 

Déterminer et construire l'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que 1 Z1 =1. 


complexe z distinct de -i, le nombre complexe Z = 
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EXERCICE 13 : 1. Résoudre les équations du second degré à l'inconnue complexe x : x? — 8x + 7 = 0 de racines 
x, etx ; 2 — 8x + 25 = 0 de racines z; et zz. 

2. Dans le plan complexe on appelle A, et A, les points d'affixes x; et x, ; B, et B3 les points d'affixes z; et z2 . 

a) Placer ces quatre points. b) Montrer que le quadrilatère A,A, BB; est un carré. 


EXERCICE 14 : Soit z un nombre complexe; on lui associe les nombres complexes Z et Z' définis par: Z =z- i 
et Z=z-1. 

On appelle respectivement m, M et M' les images de z, Z et Z' dans le plan complexe muni d'un repère 
orthonormé (O; %, V ) (unité graphique : 2 cm). 

; 3+i 

1. Dans cette question: z = us 
a) Calculer Z et Z. 

b) Calculer les modules 12" - z1 et 12’ - Z1. 

c) Représenter les points m, M et M'. Montrer que le triangle mMM' est isocèle. 

2. On pose z = x + iy où xet y sont des nombres réels. 

a) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du produit ZZ'. 

b) Déterminer et représenter l'ensemble E des points m du plan complexe tels que ZZ' soit un ñombre réel. 


EXERCICE 15 :Le plan complexe P est muni d'un repère orthonormal direct (O; ú , Y^) (unité graphique 1 cm). 
On considère la suite de points M, du plan P d'affixes respectives non nulles Z, définies par: 


_3+iV3 


Zo= 8 et pour tout entier naturel n, z,,,= 4 w 





3+iV3 
4 


2. Calculer Z;; Z2» Z3 et vérifier que Z; est imaginaire pur. Placer dans leiplan’ P les points M,,M,,M,,M.. 





1. Calculer le module et un argument du nombre complexe L'écrite Sous forme trigonométrique. 


Zn+17 Zn zM. | 
H , en déduire que le triangle OM M, est rectangle et 





3. Pour tout entier naturel n, calculer le rapport 
n+1l 








_v3 
que Zn ne a Eaa À. 


EXERCICE 16 : A. On considère le polynôme P de la variable complexe z défini par 
P(z2) =z + (3- V3 )22+(6-2 V3 )z+4-4 3. 

1. Vérifier que P( V3 -1)=0. 

2. Résoudre l'équation P(z) = 0. 

3. Ecrire les solutions sous forme algébriqué et trigonométrique. 


B. Le plan complexe est rapporté ätunwepère orthonormé (O; u, v ); on considère les trois points A, B et C 
d'affixes respectives Z4 = \3 €, -l+ iV3 et Zc=—1l- iÿ3 

1. Placer les trois points A,B,C. 

2. Calculer les longueurs@B, AC et l'angle (BAC) et en déduire la nature du triangle ABC. 


ZB—Za f ZB ZA he 
puisarg |: En déduire les valeurs exactes de cos 
ZB B 





3. Calculer D 


et sin 


TT 
12 














EXERCICE 1%: On considère le triangle ABC rectangle isocèle en C tel que ; M est un point quelconque du 
plan, M, et M, sont les milieux respectifs de [AM] et [BM]. Le but de l’exercice est de trouver l’ensemble des 
points M du plän tels que le triangle CMM, est équilatéral. Pour cela, on choisira un repère orthonormé à 
préciser. 


1. Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que CM; = CM. 
2. Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que CM, = MM. 
3. En déduire l’ensemble des points M du plan tels que le triangle CM;.M, est équilatéral. 


EXERCICE 18 : PARTIE A : Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O ; ä, v).On 
considère un triangle MNP équilatéral et R son centre. Les points M, N, P et R ont pour affixe Zm, ZN, Zp, ZR. 
Déterminer zr en fonction de Zm , Zn, Zp . Déterminer l’aire du triangle équilatéral en fonction de zm et zy . 
PARTIE B : Le triangle ABC est un triangle équilatéral direct de côté 1. Le point D est sur le segment [BC]. On 
construit les triangles équilatéraux BDE et CDF extérieurs à ABC. Les points I, J, K sont les centres de gravité 
respectivement des triangles ABC, BDE et CDF. Le but de l’exercice est de montrer que le triangle IJK est 
équilatéral. 

Pour cela, on choisira un repère orthonormé à préciser. 
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Dans ce repère, déterminer l’affixe des points A, B, C, E, F, I, J, K. 


T 
Zkz =e? (z z)" 
En déduire que le triangle IJK est équilatéral. 
Déterminer l’aire du triangle IJK en fonction de x ( Ecrire l’expression le plus simplement possible). 
Préciser laire maximale et l’aire minimale et pour quelle valeur elles sont atteintes. 


Montrer que 


EXERCICE 19 : Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O ; ù, ÿ ). On considère les triangles 
ABC et ADE rectangles isocèles en A et tel que (AB; AC) = (AD; AE) = 5 [27]. 


Démontrer que les droites (BD) et (CE) sont perpendiculaires et que BD = CE par deux méthodes : 
1) Grâce à une méthode géométrique ; 
2) A l’aide des nombres complexes. 


EXERCICE 20 : ABC est un triangle, O le centre du cercle circonscrit, et H le point défini par 
OR =0A +0B +0C . 
Le but de l’exercice est de démontrer que H est l’orthocentre du triangle ABC par deux méthodesx 
e Grâce à une méthode géométrique : on pourra utiliser les points D, E et F définis par, OD=0B+0C , 
OE=0A+0C , OF=0B+0A. 
e A l’aide des nombres complexes : soient a, b, c, h les affixes des points A, B, C, H ; montrer que w = bc—bc 


; aa ana b+c . i 
est imaginaire pur ; montrer que (b+c{b-—c) et Fes sont imaginaires purs. 
—C 


Exprimer en fonction de a, b, c, h les affixes des vecteurs AH et CB . Conclure. 
Soit G le centre de gravité du triangle ABC, d’affixe g. Montrer que les points O, H et G sont alignés. 


EXERCICE 21 : Le plan complexe est rapporté à un repère orthohofmé (O ; ù, ÿ ). On considère la suite de 
points M, du plan d’affixes respectives non nulles z, définies par Z =8 et pour tout entier naturel n, 


1+iV3 .  1+iv⁄3 | 
Zai D Zn. Ecrire A sous forme exponentielle complexe. 





Calculer zı, 2, z3 et vérifier que z; est réel. Placer les points M6, Mı, M, M3. 


e Zi © 
Pour tout entier naturel n, calculer le rapport =" 


n+1 
En déduire que le triangle OM,M,:. est rectangle et que MM, = V3 OM. 
On pose r, = | z„,| . Montrer que la suite (r est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier 
terme. 
Ecrire r, en fonction de n. En déduire la longueur M,„M,+ en fonction de n. 


On considère la longueur L, de la ligne brisée formée par les points Mo, M,, M, M; , ... ,M,. 
k=n 

On a alors L, = > M,M,., #Calculer L, en fonction de n. Déterminer la limite de L, lorsque n tend vers +co. 
k=0 
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NOMBRES COMPLEXES 


exercices d’application 





Définition de l’ensemble C 


1) Donner les parties réelles, imaginaires et le conjugué des 
5 
nombres complexes 2, = —2 + 3i, z2 = —i V3 + 2° Z3 = 4, 
i 
LA = A = 0. 


8 
2) Soit z = (2a — b) + i(b — 1). A quelle condition z est-il : 


a) réel? 
b) imaginaire pur ? 


c) nul? 


Opérations dans C 


1) Soit z = 2 — 3i et z’ = 5 + i. Calculer z + 7z’, —2, z — 2", 
zz' et 2z — iz. 
2) Écrire sous forme algébrique les nombres complexes : 
1 1 2+i r 1+i 
La RTE ; 
2—3 7 i —-3+i  1—i 


3) Calculer à, if, 19, jémti jante jénts j81 3200 ayec n € NI 


21 








Propriétés de calcul 


$) , (5—1) et (4-) (Ni) (1 —i). 





1 
1) Calculer 5 Hi 


2) Pour tout 2,2 € C, démontrer d'identité remarquable 
(2+12)( 12) = 2 +27 


3) Calculer (x + iy)? x EN 


avec x,y € R 


Résoudre dans C 
a) (3 + 5i)z = 2ig- 2 


b) (iz+1)(#% 1 Hi) = 0 


z € * 





5) Ré$oudrele système d'équations d’inconnue (u, v) € C? : 
nù — v = 1 
iu + v = 1 


6) Calculer z = 1 +i +i? +- His. 





7) a) Écrire sous forme algébrique les nombres complexes 
(1+i)?, +i}, (1 +i), ( +i)°. 
b) En déduire z = 1+ (1 +i)+ (1 +i 





Conjugué et module 


1) Calculer le module des nombres complexes 3 + 4i, — i, 
LHiVs — -v2 (0+2) 
e ——. 
1—iv3 4i(2—i) 
2) Soit z € C X {—2}, exprimer le céfijughé de a = 
32 +52 z(1 — iz) 
PE A ie TT 
3) Résoudre dans C 
a) (7—-3z-2+i=0 
b) (3+2i)z + (1 —i)z # 


c) k|? +3(2—-7) 2 13+ 18i 


—5 — 2i, —6, 9i, 





en fonétion de z et z? 


Soit z un nombre complexe. Parmi les nombres suivants 
lesquels somt réels’? Imaginaires purs ? 

a = 1% b = iz (iZ); c = (2—iz)(z+ix); 
d=£7 


5)_Soit 21% z € C. Démontrer les identités remarquables : 


|z + AR = |z]? + 2R(z12z2) T |z|? 





21 =a AE = |z]? 7e 2R (2122) À |2|° 


(ez) 
x 


Soit z € C tel que |1 + iz| = |1 — iz|, montrer que z € R. 


7) a) Soit z un nombre complexe de module 1. Montrer que 
1 


M 


z 
b) Soit a,b € C tels que |a| = |b| = 1 et a # b. On pose 


a+b 
c= t i Montrer que c € iR. 
a aay 





Racines carrées d’un nombre complexe 


Trouver les racines carrées des nombres complexes 3 — 4i, i, 
5 et —9. 


Équations du second degré 





1) Résoudre dans C l'équation 22? — (1 + 5i)z 


2) Résoudre dans C l’équation 2°? +z +1 = 0. 


LD 20 


3) Trouver les paires de nombres complexes dont la somme 
vaut i et le produit 1. 

4) Résoudre dans C l’équation 2? — 2z cos(0) + 1 = 0, avec 

0 € [0, 27|. On discutera suivant les valeurs de 8, le nombre 


de solutions distinctes. a 
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Polynômes à coefficients complexes 


3 j 


1) Soit le polynôme P(z2) = 2° + 9i. 





(—2—3i)z?+3(1+ 2i)z 
a) Montrer que P(z) possède une racine imaginaire pure. 
b) Factoriser P(z) et résoudre l'équation P(z) = 0. 


2) Résoudre dans C l’équation 





4iz? + 2(1 + 3i)? — (5 + 4i)z + 3(1 — 7i) = 0, 
sachant qu’elle admet une racine réelle. 
3) Soit P(z) = a,2" + a,_12*71 +... + ao OÙ Q9,.. 


des nombres réels. Montrer que si z est racine de P alors 


., Qn SONİ 
Z l’est aussi. 


Interprétation géométrique des nombres complexes 


1) Le plan rapporté à un repère orthonormé (O, %, T). On 
considère les points A(a = 4 + 2i), B(b = —2 + 2i) et 
C(e = —2 — 4i). 

a) Déterminer l’affixe du centre de gravité du triangle 


ABC. 
b) 


Déterminer l’affixe d du point D tel que le quadrilatère 


ADBC soit un parallélogramme. 


d 
c) Calculer —. En déduire que les points O, C et D sont 
c 
alignés. 
c—b 





Donner la forme algébrique du quotient q(= 
SE 
Donner une interprétation géométrique diamodule de 


q. Que peut-on en déduire ? 


e) Quelle est la nature du triangle ABC 


ND 
SZ 


Dans le plan rapporté à un repèfe orthonormé (O, Ù, v) 
on considère les trois points/A, BY*C' d’affixes respectives 
za = V3 +i, 28 = V2 + Piwo = 1 + 3i. 

a) Démontrer que les point# À, B et C sont tous trois sur 


un même cercle de centre O dont on précisera le rayon. 


b) Construire les points A, B et C en expliquant la dé- 
marche. 


Ensemblesde points : méthode algébrique 


Pourtout nomlar complexe z Æ 1 +i, on considère le com- 
Z— 241 

plexe z' = ———. 

z—1l—i 

1) On pose z = x + iy et z' = x’ + iy’. Exprimer x’ et y’ en 


fonction de x et y. 


2) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que 7’ 


est réel. 


3) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que z/ 

est imaginaire pur. 

Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que 

z'|=1. 

5) Retrouver les résultats des questions 2), 3) et 4) en uti- 
lisant les propriétés du module et de l’argumeñt d’un 


nombre complexe. 


Ensembles de points et module 


1) Déterminer l’ensemble des points Mid'affixe z telles que 

z=2|=|z+ il. 

2) Déterminer l’ensemble desoints M d’affixe z telles que 

Z + 3i] = 2. 

3) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z telles que 

(1+ i)z — 2| = 3V3. 

4) On considère les” points A(2i), B(—1 — i) G = 
bar {(A,4);(B)—2)} et G, = bar {(A, 1); (B,2)}. À tout 


pointæM (z} distinct de B, on associe le point M'(z’) tel 
z— 2i 

z+1+i 

a) Déterminer les affixes des points G, et Go. 


5) Exprimer OM" en fonction de MA et MB. 





qf = 


c) Déterminer et construire l’ensemble (£) des points 
M(z) du plan tels que OM" = 1. 


Argument d’un nombre complexe 


1) Écrire sous forme trigonométrique z1 = 1 +i et 2 = 
—1 + iv3, z3 = —5 et z4 = 2i. 

2) Pour quelles valeurs de l’entier relatif n le nombre com- 
plexe (v3 + i) appartient-il à Rt ? Pour quelles valeurs 
de n est-il imaginaire pur ? 


3) Écrire sous forme exponentielle u, = 1 — i et u, = 


V3 i 


2 à 
3T 2T m zZ 
Soit z = 3e 4 et z' =5e 3, calculer zz’, Z? et —. 
zl: 
5) Soit z, = 1+iv3 et z2 = 3+iv3. En utilisant les écritures 
exponentielles de z, et z2, déterminer la forme algébrique 


z 
de 2122, z4 et Se 
21 
6) Donner la forme algébrique du nombre complexe 


14473) 
= 


7) Donner la forme exponentielle du nombre complexe 


3 ( Cy isin T) 
cos 7 i a 











Formule de Moivre 1) Interpréter géométriquement le module et un argument 


de 2’ 
Exprimer cos 30 et sin 30 en fonction de cos 0 et sin 0. 


2) Déterminer et représenter l’ensemble des points M d’affixe 


Formules d’Euler z tels que z’ est réel. 


1) Linéariser sin? 0, sin‘ 0 cos 0 et sin 0 cos? 6. 3) Déterminer et représenter l’ensemble des points M d’affixe 


e A 
2) Linéariser cos‘ x et en déduire une primitive de x + cos“ x. z tels que z’ est imaginaire pur. 


4) Déterminer et représenter l’ensemble des points Æd'affixe 
Transformation de a cos x + bsin x z tels que z’ EiR-. 


Résoudre dans R l’équation cos x + V3sin x = 1. 
Racines n-ième d’un nombre complexe 


Angles et configurations dans le plan complexe 
1) Calculer les racines cubique 8i 


On considère les points À, B, C d’affixes respectives 


2) Soit l'équation (E): z*&k-7®# 24i d’inconnue z € C. 
a = -1 +iv3, b = 1-13 et c = 2. ) 3 (a 





b—a ó l'é i Ail 
1) Donner la forme trigonométrique du complexe q = : SR i iuation:z 
C A O b) Soit a = 1 Mi. @ålculer at et en déduire les solution 
2) Interpréter géométriquement le module et un argument ) Soit a = N D OEM ER RRNRIOnS 
de q. de (E). 
3) En déduire la nature du triangle ABC. 3) Calculer of + w, +--+ + w,_,, où les w, sont les racines 


n-ième de l’unité. 


Ensembles de points et argument i j V3 i ; 
4) Calculer les racines carrées de — + = sous forme tri- 


Pour tous nombre complexe z Æ 1 + i, on considère le coms gonométrique puis sous forme algébrique. En déduire les 


z—2+i T LT 
ETIE. valeurs de cos — et sin —. 


lexe z’ = ; 
P Ses 12 12 
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Exercice 1 

0 désigne un réel appartenant à [0 , 2x{. 

1°) Résoudre dans C , l'équation d’inconnue z : z2 - (2°*1 cos0}z + 22° = 0 . Donner chaque 
solution sous forme trigonométrique. 

2°) Le plan étant rapporté à un repère orthonormé (O , u , v ) , on considère les points A et B 
dont les affixes sont les solutions de l'équation précédente . Déterminer 0 de mamièrejà ce 
qu'OAB soit un triangle équilatéral. 


Exercice 2: 


2 
Soit a = et z=- . 
17 341 27 {z+1) 
Déterminer z tel que zı et z2 soient tous les deux réels . Dans ce£as calculer zı et z2 


Exercice 3 : 
Soit n un entier naturel et 6 un réel appartenant à ]0 , nb. On considère les sommes : 


S, = cos? 0 + cos? 0 cos 20 +... + cos” Ocos pO +.....+ cos” O cosnô 


S'„ = cosOsin 0 + cos? Ø sin 20 +... + cos? Osin pO + ..... + cos 6 Kinn0 
Zn = Sn +19 n 
1) Montrer que >, est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique complexe . 
2) Déduisez-en la valeur de >, , puis de Sn et*S’; en fonction de n et 6. 
T 2m sin (n-1)r 


3) a) Calculer la somme S, = sin = + sin S 
n n n 





avec n e IN*. 


b) Quelle est la limite de -> ‘quand n tend vers + œ ? 
n 


Exercice 4: 

Soit P le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (O, u,v). 

1°) Soit Mı , M2 , Mades points d’affixes Z1 , Z2 , Z3 

Montrer que le triangle MıM2M; est équilatéral direct si, et seulement si , z1 + Jz2 + j2z3 = 0 


où j= -2 + € bon pourra utiliser une rotation centrée en Mə). 


2°) On considère dans l’ensemble des nombres complexes l’équation (E) suivante : 

z3 — (1 + af+ ia )z2 + a(1 +1 +1a)z —-1a2 = 0 où a désigne un paramètre complexe . 

a°Ņ\ Vérifier que 1 est solution de (E) . Calculer les deux autres solutions z’ et z” de (E). 

b°) Soit A , B , C les points d’affixes respectives 1, z et z”. 

Déterminer les deux valeurs complexes de a pour lesquelles le triangle ABC est équilatéral. 
On exprimera chaque valeur sous forme algébrique puis sous forme exponentielle. 


Exercice 5: 
š 2 2 : 
1) Soit z=cos 5 +isin D .Soit S=z+z2+24 et T= 723+75+ 76 


a) Démontrer que S et T sont conjugués et que la partie imaginaire de S est positive . 
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b) Calculer S+T,ST,SetT. 


2) Pour a et b réels fixés, soit l’équation : 

z4 — 4A(cosa cosb)z + 2(1 + cos2a + cos2b)z2 - 4(cosa cosb)z + 1 = 0 

a) On pose u = z + 1/z. 

Démontrer que la résolution revient à celle d’un système de deux équations du second degré 


b) Résoudre l'équation dans C . Préciser en fonction de a et b , la forme trigoenométrique des 
solutions . Les représenter dans le plan complexe. 


Exercice 6 : 


On pose Q(z) =z? - (i + 2icosa}z? -(1+ cosa)? z +ili+cos2 aj où z désigne lun nombre complexe , i 
ľunité imaginaire pure , a un nombre réel tel que 0 <a «2 . Des trois racines de Q(z) sont 


désignés par a , b et c respectivement . On veut déterminer les racines de Q(z) de deux façons 
différentes. 

1ère façon 

1°) Sans calculer a , b et c , calculer (a + b + c)4 (4b#+ ac + bc) et abc. 

2°) Sachant que la somme de deux de ces racines est égale à ( 21 cos a ) , utiliser les résultats 
précédents pour résoudre l'équation Q(z) = 0.. 

2ème façon 

3°) Montrer que Q(z) a une racine imagïmaire pure que l’on déterminera. 

4°) En déduire les autres racinesde‘Q(?) . 

5°) a étant la racine de Q(z) dont. la. partie réelle est positive, donner son module en fonction 
de a et déterminer le sinuset:le*cosinus de son argument en fonction de a. 


Exercice 7: 

Soit n un entier naturel nOn nul et soit q un nombre réel différent de 0 ,-1et 1. 

On considère dansMde#lan complexe les n points Ao,A1,.......…. , An1 affixes respectives 
AR AT , Zn. 


1°) Démontrer que le système de n points pondérés (aa) o <k<n -1} admet un barycentre 
Gn. 
2°) On choisit les nombres complexes Zk de la façon suivante : 
2T 27 

£e =cos “Č +isn Z et z, = 1<k<n-1. 
Zo > Zį = COS 5 +isin x et Zk kK pour n 
a£) Déterminer l’affixe zn de Gn à l’aide de q et de z1. 
b°) Préciser la partie réelle x, et la partie imaginaire yn de Zn. 
3°) a°) Déterminer n pour que Zn soit un nombre réel. 


b°) Calculer les limites de x, et de yn lorsque n tend vers +. 
En déduire la position limite du point Gn lorsque n tend vers +x . 


Exercice 8 : 
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Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O , u , v ) de sens direct. 

Soit M d'affixe z et M’ d’affixe z . Démontrer : 

1°) OM et OM sont orthogonaux si , et seulement si, zz' est imaginaire pur. 

2% 0,M,M sont alignés si , et seulement si, z' est réel. 

3°) Une mesure de (oM, om) est n/2 si, et seulement si , z = àzi , AeIR*+ 

Exercice 9: 

Soient q et p deux nombres complexes quelconques. On pose j = e3 et pour’tout complexe z : 

f(z) = z? + az? + £z. 

1) Montrer que f (1) + f(j) + f(j?) = 3. (On rappelle que : 1 +j +j? =0'et j? = 1). 

a) En déduire que [f(1)| + IFI +1fG2)1 > 3. 

b) En utilisant a), montrer que l’un au moins réels |f(1)|, If O)| et |[f(G?)| est supérieur ou 

égal à 1. 
2) Le plan complexe est muni d’un repère orthonermé direct (0; ü, 0). ABC est un triangle 
équilatéral direct de centre de gravité O et tehque/l’affixe de A soit un réel r strictement 
positif fixé. I et J sont deux points quelconquesidu plan d’affixes respectives a et b. 


Dans cette question on prend «a = TZ et B = z, 
a) Montrer que les affixes de B’et C sont rj et rj°. 
b) Montrer que BO - BI : BJ £r’ f OD. 
Calculer de la même façont€C0 : CI - CJ et AO : AI : AJ. 
c) Montrer le triangletABO%a au moins un sommet S vérifiant : SO : SI- SJ > rè. 


Exercice 10: 


3 1+k(k+1)+i 

Pour tout entier naturel k, on pose Zę = _ 
1+k(k+1)—i 

et on note |Z| = petang Zk = ax où ay E ]—r, r]. 


Partie I : 


Z ka E 
1) Montref que pour tout k > 0, pp =1 et tan TT, 


2) Placer dâns le plan complexe les points d’affixes Zo, Z4 et 22. 
3) à) DéMmontrer que pour tout entier k > 0, il existe un unique réel 6, de [o, 2, tel que 
tan 0, = k. Calculer 6, et 64. 
b) Sans calculer 8, et 03, construire sur le cercle trigonométrique les points images de 
el82 et et®s en précisant le procédé de construction utilisé. 
c) Démontrer que pour tout entier k > 0: L = Ok+1— Ok. 
Partie IT : 
On pose : S1 = Z1, S2 = Z1 22, S3 = Z1 ' Z2 ' Z3 et pour tout entier n > 4, Sn = Z1 : Z2 Z3 *** Zn. 
1) Quel est le module de Sn ? 
Exprimer l'argument de S, en fonction de 6, et 04. 
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2) Par définition une suite de nombres complexes (rei?n) converge vers le nombre 
complexe re‘ si lim 7, =r et lim Qn = . 
n—+00 n—+00 
Montrer que la suite (S,) converge et calculer sa limite. 
Exercice 11 





On considère la suite (z,) de nombres complexes telle que z, = 0, z, =i et pourtout entier 
n22: 
Zn — Zn-1 = Í(Zn-1 — Zn-2) (1). 
1) a) On pose v, = Zn — Zņn-1 pour tout entier n > 1. Exprimer v, en fonction de n. 
b) En déduire que zn = = (i" — 1). 
c) Démontrer que la suite (z,) est périodique. 
2) On note M, l’image dans le plan complexe du nombre cômpléxe zn. 
a) Marquer les points Mọ, M,, M, et M3. 
b) Que peut-on dire des points M:00, M101; M102 et Miof ? 
c) Interpréter en module et argument la relation (1) pour déterminer la nature du 
quadrilatère M Mn+1Mn+2Mn+3. 


Exercice 12 





© est réel de l'intervalle [0, 27| et n un entier naturel. Donner le module et un argument de 
(esime) 
1-cos0-isin0 


Exercice 13 
Le but de l’exercice est de montrer, à l’aide des nombres complexes, qu’un triangle 
dans lequel le centre O du cercle circonscrit est aussi isobarycentre est un triangle 
équilatéral. 





.2T 


On suppose le plan. mumi d’un repère orthonormal direct (0, U, 7). On pose o= e"3. 
1)a) Mettre œ et &2 sôus forme algébrique. 

b) Montrer due 1 +o +@2=0 et que œ =0. 
2) On cherĉhe lés nombres complexes z tels que : |z| = |1 +z|=1 (x). 

a) Moritrer que o satisfait aux conditions (+). 


b) Montrer que si un nombre complexe z = x + iy vérifie les conditions (+) alors x = -Ż . 


En‘déduire que œ et © sont les seuls complexes satisfaisant aux conditions(x). 
3) Soient À, B et C, d’affixes respectives a, b et c, trois points du cercle (T) de centre O et de 


rayon R. 
C 


On suppose que O est l’isobarycentre des points A, B et C. On pose p = 2 et q=7. 
a) Montrer que |p| = |q] =1 etque 1+p=-q. 

b) Montrer, à l’aide de 2.b) que p = œ oup=0. 

Dans ce qui suit, on suppose que p = 0. 

c) Montrer, à l’aide de 1), que q = &w2?. 
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d) Montrer que b -a = (œo —-1)a ; c-b=(@-1)b ; c—-a=(w-1j)a. 

En déduire que le triangle ABC est équilatéral. 

Exercice 14 

Le plan est muni d’un repère orthonormal (0, e;,e>). Soit les points A et B d’affixes 
respectives 1 et — 1. 

A tout point M d’affixe z du plan, on lui associe le point M’ d’affixe z avec zz = 1# 
1) a) Construire M et M lorsque z = 2(1 + i) 


b) Dans le cas général, montrer que la droite (AB) est bissectrice de l’angle (om, OM J et 


que OM.OM'= 02°. 
2) a) Vérifier que pour tout zE C*, on a : 


z +2! z +2! zaa N 
R 
b) Soit I le milieu de [M ; M']. En utilisant 2.a), montrer que : 
IA.IB = IM? et que, pour M+ A et M+ B, la droite (MM’}èst la bissectrice de Pangle (TA, TB) . 











Problème 


1) a) æ est un réel. Résoudre dans C équation Es, 1) : z? — 2zcosa + 1 = 0 

b) En déduire la forme trigonométrique des solution de léquation (E , n) : z?” — 2z”cosa + 
1= 0 ,n étant un entier naturel non nul. 
2) On pose P, (2) = z?” — 2z” cosa + 1 ayec n un entier naturel non nul et « un réel. On admet 
que 


P,(z) = k |z — 22C0S (£ + zr) + y: 


n 





2n n) 4m1 


b) Pour tout a € ]0 ; rffet pour tout naturel supérieur ou égal à 2, on pose : H, (a) = 


n-1 n: a m) 
=1 SMN |T — |. 
fo? ( k n 


a) Calculer P,(1) et en déduire que : [#25 sin? (£ + un __ sin?(?) 


R 
7 


sin($ 
sin(Ž) 
co) Quelleestila limite de : Hp (æ) lorsque a tend vers 0 ? 
d) En déduire que, 





R 


Montrer que : 2" 1H} (æ) = 


g PS 5 Ÿ z TC . 2T . (n-1)r n 
pour toubentier naturel supérieur ou égal à 2, on a : sin xsin X  X SN = 





2n-1 ' 
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Ziz'sciences 781886338/773024042/773290746 
TERMINALE S 
NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (o,ee,). 


EXERCICE 1 : 
Donner l’écriture complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants : 


1) f est la translation de vecteur u(1+2i) 3 


2) f est l’homothétie de centre 1(1+i) et de rapport (—2). 


3) f est la rotation de centre K(2-i) et d'angle ` . 
4) f est la similitude plane directe de centre O , d'angle . et de rapport k 524 


: 2 1 
5) f est la similitude plane directe de centre Q(2i) , d'angle a et de rapport k = à f 


EXERCICE 2 : 
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f définie pafsontétriture complexe. 
1) z'=z+2-3i 4) z'= 1,83 48,1, 7} z'=e 357 
2) 2 2,2 
"e, b: ; re E | 
2) z Fa 5) z'=—2iz+i—2 8) z'=iz+2i+1 
3) z'=(1-i)z+2-i 6) z'=(1-i 31i 


EXERCICE 3 : 
On donne les points A(1), B(2i),C(—, D(i)'et E(-i) . 
1) Déterminer l'écriture compléxe de la similitude Stelle que S(A)=BetS(B)=C puis 


caractériser S. 
2) Déterminer l'écriture complexe de la similitude F qui laisse invariant D et transforme A en 
E .Donner la nature etles éléments caractéristiques de F . 


EXERCICE 4 : 
ENE O: ENE 
X'=-—x-—y+— 
Soit F : M (x, YM=M (x', y^ tel que 2 2 L ; 
ct à 
j 2 2” 2 


1)“ Déterminer l’ affixe z'de M ' en fonction de l’affixe zde M .En déduire la nature et les 
éléments caractéristiques de F . 


2} Déterminer la similitude G telle que G(A) = O et G(B) = B avec A(1) etB(-1) . 
3) Déterminer FoG. 
4) Donner l'expression analytique de H dont l'écriture complexe est z' = (1- i) z+2+i. 


EXERCICE 5 : 
On donne les points A, B,C et Q d’affixes respectives1+2i, —2+i,—l1—2i et2—i. 
1) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S de centre Q qui 


transforme À en B. 
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2) S,est la transformation du plan qui à chaque point M(z) associe le point M '(z') tel que 
LT 


1 
Z = Si 0 .Caractériser S, o S}. 


mT 
3) Soitr la rotation de centre A et aange 


a) Donner l’affixe de D tel que. 
b) Déterminer l’image C' deC parr. 

4) SoitT,:M(z)=> M (z telle quez'=a"z+ff où aet JBsont des nombrés 
complexes.Déterminer«& et p tels que S, oT, soit : 


a) Une translation de vecteur u (1;0). 


mT 
b) Une rotation de centre O et d'angle 2 : 


EXERCICE 6 : 
On considère f : M (z) > M "(z") telle que : z'=4a°z+1-—2a avec a el) * 
1) Déterminer atel que f soit une translation.Préciser alors f. 





2) Déterminer atel que f soit une homothétie de rapport —-8. 


; : . os, 27 
3) Déterminer atel que f soit une rotation d'angle 2° 


; | 27 
4) Déterminer atelque f soit une similitude plane"directe de centre Q(i) et VAR 


EXERCICE 7 : 
f est l'application du plan P dans lui-même quiʻà touť point M (z) associe le point M '(z') tel que 
z'=2(1+i)z-i. 


1) Préciser la nature de f. 
2) Déterminer l’affixe de A' = f(A) avec A(2 +i). 
3) Déterminer une équationtartésienne de l’image par f de la droite —-2x+ y =0 
EXERCICE 8 : 
1) Placer les points A ES Ži ),B(1 + 3i), A' (1 — i)et B'(—3 + 4i)dans le plan. 
2) Déterminer lesféléménts caractéristiques de la similitude directe S telle que S(A) = À ‘et 
S(B) = B ‘PlaceñSon centre Q , 


3) Soit (D) la droite : y = x+1 et ( D’)= S(D). Construire (D) et (D). 
4) Soit(C) le cércle de centre Q et de rayon R — y3. Construire(C). 


5) säns chercher l'équation cartésienne de (C’)= S(C), donner le centre et le rayon de (C’) puis 
construire (C’). 
EXERCICE 9 : 


1) Déterminer l’ensemble(C) des points M (z) vérifiant : (1-i5)2-93-à =4. 
2) Déterminer l'écriture complexe de la similitude plane directe S transformant A(i) en O et 


B[3) en B'(—-4i). Préciser le centre, le rapport et l’angle de S . 


3) En utilisant les résultats établis au 2), retrouver l’ensemble (C)défini au 1). 
EXERCICE 10 : 


songe (7.27) et l'équation(E) : z° —[1+i(sin9+ tan 0) ]z+sin0(-tan0+i)=0. 
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1) Montrer que b = isin 0 est solution de( E) puis calculer l’ autre solution a. 

2) SoitT la transformation plane : M(z) > M (z^ telle que z'=az+b avec a et b solutions 
de( E) j 
a) Donner la nature deT et préciser ses éléments caractéristiques. 


; ; ÿ put ; T RE 
b) Déterminer @ tel que T soit une similitude d angle z . Calculer alors l’affixe du centre Q 


et le rapport kde T. 
EXERCICE 11 : 


1) Soit(E):z°+(1-8i)z"-(23+4i)z-3+24i=0. 
a) Montrer que (E )admet une solution imaginaire pure et la déterminer. 
b) Montrer que 1+2i et—2 +35 sont solutions de(Æ) À 


c) Donner l’ensemble des solutions de( E). 


2) Soit les points A,B etC d’affixes respectives 1+ 2i ,3i ,—2 + 3i ,et Soit G le barycentre des 
points A,B et C affectés des coefficients respectifs2 , —2 et 14 


a) Montrer que les vecteurs GA , GB et GC ont pour _affixes respectives V2e*, 2iet 
37 


22e 4 et que ces affixes sont, dans cet ordre, en progression géométrique, déterminer 
la raison de cette suite. 
b) En déduire qu’il existe une similitude directefqui tränsforme À en B etB en C Donner 


les éléments caractéristiques de cette similitude. 
EXERCICE 12 : 





NS à 
SIT |. “FT 
V2 ]J V2, 
b)Résoudre dans [ , l'équation 7 = 1. On donnera les solutions sous forme trigonométrique 
et sous forme algébrique. 


1) a) Montrer que | 














1+i 
c)Déduire des questionsSiprécédentes les solutions dans U de l'équation (E): z° = —— .On 


V2 














3 


ae à X 
remarquera que (E) est équivalente à TT = 
i 


V2 


l s pa 
sous forme trigonométrique. 


Pr 


b)En déduire les arguments des solutions de (E). 


2)#a) Ecrire 





m T 
3) Déduire de 1c) et 2b) les valeurs exactes de cos — et sin 15° 


4) F esr la transformation d'écriture complexe : z'= V2(-1+i)2+ (14 V2)i+ V2. 


a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de F. 
b) Déterminer l’affixe du point B tel que B = F(A) avec A(—1). 
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ZIL'$CIENCES 


mT 


a. Q. 
nA 





0.2 Nombres Complexes 


0.2.1 Sériėés:1 


Exercice 1 


1-) Soit a, b et c trois nombres complexes de modules 1 et tels que a+b+c=1. 


1 1 1 
Calculer —+-+—. 
a b c 


2-) Soit u et v deux complexes tel que |u| = w| = 1 et uv # —1. 


Uu +v , 
Montrer que ——— estun réel. 
l1 +uv 


z+abz-(a+b) 
a—b 
Montrer que si |a| = |b| = 1 alors Z? est un réel négatif ou nul. 





3-) Soit a,b , z des nombres complexes. On pose: Z= 


4-) Soit 0 e]-x;n[|. Écrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique 


puis sous forme exponentielle : 


62 





Zo —Z Z1 —Z 
pa SL LS. y ATA 
Z1 —Z4 Z22723 


3-) Montrer que : est un nombre réel. 

4-) Montrer que les points Mı (z1) , M2(z2) , M3(z3) et M4(z4) sont cocycliques. 
; n a a En à 

5-) Chercher la mesure de l’angle orienté ( MaM; , MM3). 


Exercice 5 


On considère dans C l’équation d’inconnue z 
(E) : (1+iz)"=(1-iz)" ,neN ,n2>2 


1) a) Montrer que pour toute solution z de l'équation (E), on a : |1 + iz| = |1 -&z] 
b) En déduire que si z de (E) alors z est réel. 


T T 
2) a) Soit z un nombre réel. On pose z = tan ọ avec ọ € lz EE 





1+: 
Exprimer le complexe i = en fonction de e'?. 
b) Écrire l'équation (E’) portant sur traduisant (E) 
c) On prend n = 6. Résoudre alors et en déduire les'solutions de l’équation (E) 


Exercice 6 
Rs 210 » PC 2 ime 
On considère le complexe z = cos 7 +tisin— qui esbune racine 7°" de 1. 


1) On pose S =z+2? +2 et S = 2° + 2° +4 
Montrer que et sont conjuguées et que la partie imaginaire de est positive. 
2) Calculer S +T et ST puis en déduire S et T. 


Exercice 7 
On considère dans C l’équationk;,£? + 2(1 — cos u)z + 2(1 — cos u) = 0 où u est paramètre réel 
de l'intervalle [0; 2x. 


1) Résoudre dané Cette équation .On notera z, et z les solutions. 

2) Déterminérde module et un argument de z, et z) .(Bac C 1992) 
Exercice 8 

1) Soiïta ‘un nombre réel. 


aj Résoudre dans C l'équation (E1) d’inconnue z suivante : 
(E; : z?-2zcosa+1=0 
b) Donner la forme trigonométrique des solutions de l’équation, 


(E1 : z"-2z"cosa+1=0 neIN* 


2) Soit P, (2) =z?” — 2z" cos a + 1. 
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1. Zi =sin0 +1cos0 2. Z3=1+sin0 +icos0 
(1-iV3)(sin0 +icos0) 





3. Z3=1+sin0 -1cos0 4. Z4= - — - OER 
i i sin +icos0 + i(sin0 —icos0) 
5. Z _ l+cos0+isin0 B eit + e'f 
"37 1_cos0 -isinO "787 1+eitatf) 
où «a et B sont deux réels donnés. 
6—-iV2 
5-) Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : z4 = ve 132 j 


2 


: Z PE T ; 
z=1-ietZ = En déduire cos 73 et sin 75 . 


Exercice 2 


Déterminer l’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que : 


; x K 
1. |zz+5-2iļ|=|z-2+i| 2. [2i2-1+2i]=2 3. arg(3i-z)=0[2rļ4" À drg(z-3+i) = [x] 


4 
Exercice 3 
Le plan est muni d’un repère orthonormé (O, #, v). On considèrefles points A(2-4i), B(—-2-i) 
z—2+4: 
t M .O tout z + -2 -i , Z =———- 
et M(z) . On pose pour tout z i MEE 


I-) Méthode algébrique 
1-) On pose z = x+ iy. Écrire Z sous forme algébrique puis en déduire Im(Z) et Re(Z). 
2-) Déterminer l’ensemble des points M(z) du plan tels que : 
a) (Z|=1 b)|Z|=2 chZeR d) ZER, e)ZeiR 
II-) Méthode géométrique 
1-) Donner une interprétation géométrique de |Z] et argZ 
2-) Déterminer L'ensemble des points M(z) M(z) tels que : 
a) 215 ri] b) IZl=2 c)ZeR d)ZeR‘ e)ZeiR 


Exercice 4 


Dans l’ensemble C des nombres complexes, on considère l’équation : 
(E) : 2*-(2-;i)29-3iz?+(4-i)z2+1+3i=0 


1-) Quel le terme constant du polynôme P à variable complexe z défini par : 





P(z)=(2-21)(2-22)(2-23)(2-— z4) 
2-)a-) Montrer que l’équation (E) admet une solution réelle notée z, et une solution 
imaginaire pure notée 22 
b-) Vérifier que z; = 2 + i est solution de l’équation (E). 
c-) Chercher alors la solution la solution restante, notée z4 de l’équation (E). 
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a) Montrer que : 
n-1 


Pt IG — 22co (2 + žr) + J 


k=0 


b) Calculer P,(1) et en déduire que : 





n-1 sin? a 
sl æ kru 2 
sin + = 
2n n gn-1 
k=0 


c) Pour tout a €]0;pi[, et pour tout entier naturel n > 2 , on pose : 
n-1 
a kru 
H,(a) = | [sin — + — 


k= 
a(z) 
sin | — 
2 


(a) 
sin | — 
2n 


d) Calculer de H,(a) lorsque a tend vers 0. En déduire que, Yn > 2, 


Montrer que : 21H (a) = 


. T., 20 . (n-1)r n 
sin — x sin — x - - - X sÌn #+——— = J 
n n n 27 





Exercice 9 
2H 


us 
Soit, nEeIN*, w=e n .OnposepourzeC, 
P P 


P(2) =z! +22. d+z+1-(z-w)(z- w?) (z- w!) 


1) Montrer que P est ungpolynôme de degré inférieur ou égal à n—2. 


1 sont n- 1 racines distinctes de P. 


2) Montrer que w, wT... w 
En déduireque P(z) = 0 pour tout z € C et que n = (1 - w)(1 -= w?)--- (1 - w!) 
3) Montrer que, par un calcul de module, que : 


TT, . 3m . (n-1)x n 
sin — x sin x sin x- xsin = i 
n n n n 21 








Exercice 10 


Le plan est muni d’un repère orthonormé direct . Soit l'application f telle que : 





z irens , f 
2 avec z un complexe différent de i et de —i 
22+1 P 
1 


1) Résoudre l’équation f(z) = —. 
V3 


2) a) Montrer que: YzEeC\{-i;i}, f(z)=f(z)&z=7" ou zz = 1. 
b) Soit z et z’ deux nombres complexes différents de i et —i de tel que : |z| < 1 et 


Montrer que f(z) = f(z) = z= 7. 
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3) Déterminer et construire l’ensemble des points M(z) tels que z € C\{-i;i} et f(z) soit 


réel. 
i0 WT 
4) Dans cette question on pose z = e”, 0 e[-x;x]\ E z 
a) Montrer que f (z) est réel et le calculer en fonction de 8 . 


b) Soit (U„)nen la suite numérique définie par : 


Un = 1 + f (2) + (f (2)? ++ (f(2))" 


. Pour quelle valeur de 0 cette suite converge-t-elle ? 
Exercice 11 


1) Résoudre dans C les équations : 
a) z?-2z+5=0 b) z2-2(1+V3)z2+5+2V3=-0 


2) On considère les points A, B, C et D d’affixes respectifs 
z=1+21 ; z=1+V3+i ; z=4Ł}V3-i et 1-2i 


a) Placer A, B, C et D dans le plan (P). 


b) Vérifier que ZDB _ iV3 . En déduireJla nature du triangle ABD. 
ZA ZB 
c) Montrer que A, B, C et D appartiennent à un même cercle (T) dont on précisera le 


centre et le rayon. 
3) On considère (E) : z? — 2(1 #2cos0)z+5+4cos0 =0. 
a) Résoudre (E) dans Œ: 
b) Montrer les points images des solutions de (E) appartiennent à (T). 
Exercice 12 
1) Résoudre @an?C : z° = 1. 
2) a- Développer (V2 -; V2}. 
bf Soit l'équation (E) : z° = 4V2(-1 — i). En posant, u = 7, déterminer sous 


V2-iV2 
forme algébrique, puis sous forme trigonométrique, les racines de l'équation EF. 
ST ST 
3) En déduire les valeurs exactes de cos 12 et sin D: 


Exercice 13 


1) Exprimer 1 -cos20 en fonction de sin et exprimer sin 20 en fonction de sin@ et 


cos 0. 


2) Résoudre dans C l'équation 2z°(1 — cos 20) — 2zsin 20 + 1 = 0 dans la quelle z est 


>: ? TT TC 
l’inconnue et 0 est un paramètre réel tel que 55 <0 < 5 


3) Déterminer un module et un argument de chacun de racines z; et z3 . 
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4) On désigne par Mı M, les image de zı et z) dans le plan rapporte au repère ortho- 


normé (O, ê, ê). Déterminer 0 pour que le triangle OM; M, soit isocèle et rectangle 





en O. 
Exercice 14 
O tout entier k > 0 Ea A A t te : |z| et arg z = q 
n pose, pour tout entier K 2 U: Z% = 7 et on note : = = x 
ESSERE TER) EPEE T 


Partie A 

k 1 

2 1+k{k+1) 
2) Placer dans le plan complexe les points d’affixes zọ, z1 et 22. 


1) Montrer que, pour tout k > 0, pk = 1 et tan 





3) a) Démontrer que, pour tout entier k > 0 , il existe un unique réelð y đe l'intervalle 
[o; zI tel que tan 0; = k. 


b) Calculer e'® et e'®! et placer sur le cercle trigonométrique lés points images de 


el, e01 ,el02 , el%5, en utilisant un procédé de construction simple. 


a 
c) Démontrer que , pour tout entier k > 0, _ = 0,4 ROZ. 
1 (k+ D}-k 


Indication : R 1+k(k+1) 1 Fk(k+1) 
ndication : Remarquer e ETES 1+k(k+1) 


Partie B 


On pose :S1 = Z1 , S2 = Z1 X Z2 , S3 = Z4 X Z2 XZ3 et pour tout entier n 2 4, Sp = Z1 X Z? X Z3 *** X Zy - 
1) Quel est le module de s„? Expfimer son argument en fonction de 0,41 et de 04. 
2) Par définition, une suite de nmbres complexes (r„e'?”) converge vers le nombre com- 


plexe re’? si: lim r, Ar etəlim Pn = p.Trouver la limite de la suite (s,). 
n n— +00 


—> +00 


Exercice 15 
Soit l'équation (E) : 7A 
1) Résoudre dan&€ l'équation (E) et représenter les images des solutions . 


2) Démontrer que la somme des solutions (E) est nulle et en déduire que : 
cos( Z=) + cos( 7) Le 
5 TE 2 


2 
3) Démontrer que cos( £Z) est solution de l'équation 4X? + 2X -1 = 0. En déduire la 
27 
valeur exacte de cos), 
4) Soit l'équation (E’) : (z-1}=(z+1) zec. 


a) Démontrer que si z, est solution de (E’) alors 








— 7l 1. En dédui l 

= 1. En déduire que les 
, | Zo + q 
solutions de (E ) sont imaginaires pures. 


b) Résoudre alors (E’). 
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Exercice 16 
Dans le plan complexe muni du repère orthonormé (0, #, v), on considère les points M et 


M’ d’affixes respectives z et z’. On pose z = x+ iy et z’ = x’ + iy’ où x,v, x’ et y’ sont des réels 


Aa pe . . / 
1) Montrer que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si seulement si Re(z’Z) = 0. 
2) Montrer que les points O, M et M’ sont alignés si seulement si Im(z’Z) = 0. 
Application 
3) Soient N le point d’affixe z?—1. Quel est l’ensemble des points M tels que lesyeCteurs 


——> — 
OM et ON soit orthogonaux. 


1 
4) On suppose que z est non nul et soit P le point d’affixe —. On recherche l’ensemble 


z 
des points M d’affixe z tels que les points O, N et P soient aligñés : 
2 





1 2a c 
a) Montrer que : (= — 1) -1)=27 
z 








z? -1 
b) En utilisant l’équivalence démontrer au début de l'exercice; conclure sur l’en- 


semble recherché. 


0.2.2 Séries : 2 


Exercice : 1 


1) Soit z4 et z} deux complexes de même module 1 et d'arguments respectifs « et f 


(z{+22) 


Montrer que : le rapport est un réel strictement positif. 


2) Soit A et B deux points du plân complexe, non alignés avec d’affixes respectives a et 
b. 
Soit G = bar{(4; |b) AB; lal). 


a) Déterminer er fonction de a et b l’affixe z point G. 
2 
à Z , à 2 
b) A laide du 2-)a-), montrer que LE est un réel strictement positif. 
a 
. . P . EEA 
c] Exprimer argz en fonction de arga et argb. En déduire que OG est un vecteur 


directeur de la bissectrice de l'angle orienté AOB. 


Exercice : 2 
Le” Plan complexe est muni d’un repère orthonormal (O, + Ñ. On considère les points 
Aa =1-—i)et B(B =1 +i). On considère l'application p qui , à tout point M d’affixe distinct 
à% į / » . 2 2 2 
z de 0 , associe le point M’ d’affixe z telle que : z' = 2 — = 
1) Montrer que A et B sont invariants par ọ . 
2) Soit M(z) un point distinct de A et de B , d'image M’(2’) par ọ. 
z'-ß_  z-ß R a 


=y où y= 


a) Montrer que : 
) 4 20 z-a B 
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— — 


MA M'A —> 
et donner la relation entre(MA, MB) et (M’A,M'B). 


MB MB 
c) Déduire de ces relations que si M appartient au cercle de diamètre [AB] alors son 


b) En déduire que: 


image M’ par ọp appartient à la droite (AB) privé des points A et B. 


Exercice : 3 
Soit A et B les points d’affixes respectives -1 et 1. A tout M d’affixe Z, on associe le point M’ 
_1\ 
d’affixe Z’ tel que : Z’ = (=) : 
z+1 
1) Soit (E) l’ensemble des points M du plan tels que l’affixe Z’ du point M’ seit un 
nombre réel strictement positif. Montrer que M appartient à (E) si et seulement si 
3(MA,MB)=7{2x|. 
2) Représenter (E). 
Exercice : 4 Bac 94 1er groupe 
Soit n un entier naturel non nul et soit q un réel distinct de 0 , 1 et. -1. 


On considère dans le plan complexe ,n points Ao, A1...A,_1 d’affixesfespectives Zo, Z1... , Zn-1- 


1) Démontrer que le système de points pondérés : {((Ap A), O0 < k < n —1} admet un 
barycentre G}. 

2) On choisit les nombres complexes z de la façon Suivante : Zo = 1 z4 = cos T +isin T 
etz=(z) Pouri<k<n-1. 
a) Déterminer l’affixe Z, de G, l’aide de q et z4. 
b) Préciser la partie réelle de X, et la partie imaginaire Y, de Z;.. 

3) a 
b 


) Déterminer n pour queZ£ soît un réel? 

) Calculer lim X,et lim Y,. En déduire la position limite du point G, lorsque n 
n—+0c0 n—> +00 

tend vers +oo. 


Exercice : 5 


Dans le plan complèxef on donne trois points A, B,C d’affixes respectives a,b,c non nulles et 


. ; Pei i a b c 
trois points P, Q, Rd’affixes respectives p = il = lel = [el 


à 
» b » c » 
1) Soit O lé centre du cercle circonscrit au triangle PQR et H le point défini par : 





> > > > 
OH = OP + OQ + OR 


a) Montrer que H est l’orthocentre du triangle PQR . 
b) Montrer que PQR est équilatéral si et seulement si l’on a : p+q +r = 0. 
2) On suppose dans cette question que p+q+r = 0. 


a) Soit z € C. Comparer sı et 5, avec: 
sı =|z-a|+|z-b|+ |z- ceļ et s2 = p|z -a| + g|z - b| + r|z - cl. 
En déduire que z € C, on a : |z- a| + |z -b| + |z — c| > ļa| + |b| + |c]. 


b) Montrer qu’il existe un point M tel que : MA + MB + MC soit minimal. 
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— — 


MA M'A —> 
et donner la relation entre(MA, MB) et (M’A,M'B). 


MB MB 
c) Déduire de ces relations que si M appartient au cercle de diamètre [AB] alors son 


b) En déduire que: 


image M’ par ọp appartient à la droite (AB) privé des points A et B. 


Exercice : 3 
Soit A et B les points d’affixes respectives -1 et 1. A tout M d’affixe Z, on associe le point M’ 
_1\ 
d’affixe Z’ tel que : Z’ = (=) : 
z+1 
1) Soit (E) l’ensemble des points M du plan tels que l’affixe Z’ du point M’ seit un 
nombre réel strictement positif. Montrer que M appartient à (E) si et seulement si 
3(MA,MB)=7{2x|. 
2) Représenter (E). 
Exercice : 4 Bac 94 1er groupe 
Soit n un entier naturel non nul et soit q un réel distinct de 0 , 1 et. -1. 


On considère dans le plan complexe ,n points Ao, A1...A,_1 d’affixesfespectives Zo, Z1... , Zn-1- 


1) Démontrer que le système de points pondérés : {((Ap A), O0 < k < n —1} admet un 
barycentre G}. 

2) On choisit les nombres complexes z de la façon Suivante : Zo = 1 z4 = cos T +isin T 
etz=(z) Pouri<k<n-1. 
a) Déterminer l’affixe Z, de G, l’aide de q et z4. 
b) Préciser la partie réelle de X, et la partie imaginaire Y, de Z;.. 

3) a 
b 


) Déterminer n pour queZ£ soît un réel? 

) Calculer lim X,et lim Y,. En déduire la position limite du point G, lorsque n 
n—+0c0 n—> +00 

tend vers +oo. 


Exercice : 5 


Dans le plan complèxef on donne trois points A, B,C d’affixes respectives a,b,c non nulles et 


. ; Pei i a b c 
trois points P, Q, Rd’affixes respectives p = il = lel = [el 


à 
» b » c » 
1) Soit O lé centre du cercle circonscrit au triangle PQR et H le point défini par : 





> > > > 
OH = OP + OQ + OR 


a) Montrer que H est l’orthocentre du triangle PQR . 
b) Montrer que PQR est équilatéral si et seulement si l’on a : p+q +r = 0. 
2) On suppose dans cette question que p+q+r = 0. 


a) Soit z € C. Comparer sı et 5, avec: 
sı =|z-a|+|z-b|+ |z- ceļ et s2 = p|z -a| + g|z - b| + r|z - cl. 
En déduire que z € C, on a : |z- a| + |z -b| + |z — c| > ļa| + |b| + |c]. 


b) Montrer qu’il existe un point M tel que : MA + MB + MC soit minimal. 
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Exercice : 6 
Soit (C) un cercle de centre A(1;0) et de rayon 1.Pour tout point M distinct de O du cercle 
(C), on note le point M”, symétrique de M par rapport à (x’Ox). 


1) Expliquer pourquoi l’affixe du point M peut se mettre sous la forme : 


z=1+e", Be]-xnl 


2) Déterminer l’affixe z’ de M’. 





3) Calculer le quotient - Ta fonction de 0 . 


Zi 
4) Déduisez-en les points M de (C) pour lesquels : 


Í Fd TE 
a) AM’ et OM sont colinéaires. 
EAE 
b) AM’ etOM sont orthogonaux. 


Exercice : 7 

Soit ABC un triangle isocèle de sommet A de sens direct .Sufàcessĉotés on construit deux 
carrés de sens direct ACDE et BAGF. Soit M le milieu du coté [BC]. 

Démontrer que EG = 2AM et (AM) 1 (EG). 

Exercice : 8 

Dans le plan complexe, on considère les points@{a),” B(b), C(c). ABC est un triangle de 


sens direct, A’ milieu de [BC]. 


1) On construit extérieurement au triangle ABC les triangles rectangles et isocèles BPC, 


CQA, ARB respectivement enf P,Q, R. 
a) Montrer que l’affixe dê P'est : p = di: + Tam: 
b) Exprimer de la même façon les affixes q de Q et r de R 
c) En déduire ge lestriangles ABC et PQR ont même centre de gravité. 
2) Quelle est la nature du triangle A’QR? 
3) Montrefiquep -a = i (r — q); en déduire que (AP) L (QR). 
4) Montrer, que les droites (AP), et (CR) sont concourantes. 
Exercice : 9 
Dans, léfplan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O,#,v On considère trois 
nômbres complexes non nuls deux à deux distincts a,b,c tels que |a| = |b| = |c| On appelle 
A,B,C les points d’affixes respectives a,b,c; H d’affixe h = a+b+c. Le but de l'exercice est de 
montrer que H est l’orthocentre du triangle ABC 
1) a) Soit w = bc — bc. Montrer que w est imaginaire pure. 
b) Utiliser la question précédente pour montrer que : 


p b 
(b+c)(b—c) et o sont imaginaires pures. 


—> —> 
2) Montrer que les vecteurs AH et CB sont orthogonaux. 
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3) Que représente H pour le triangle ABC? 


Exercice : 10 
Soit P le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O, #, v). 
Soit Mı, M2, M; les points d’affixes respectives z3 , Z3 et z3. 


1) Montrer que le triangle M; MM; est équilatéral direct si et seulement si 


ie S u V3 
Z1+/22+/ Zz3=0 où 1e or 
(On pourra utiliser une rotation de centre M3). 


2) On considère dans C l’équation (E) suivante : 
2° -(1+a+ia)z? +a(1+i+ia)z-ia =0. où a désigne un paramètre côfplexe. 
a) Vérifier que 1 est une solution de (E). Déterminer les deux autres#olüutions 7’ et 
z” de (E) 
b) Soit À, B, C les points d’affixes 1, z’, z”. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles 
le triangle ABC soit équilatéral .On exprimera chaque valeur sous forme algé- 


brique, puis sous forme exponentielle. 


Exercice : 11 
2n 


Soit « et B deux nombres complexes quelconques. On pose j = e 3 et pour tout complexe 
z: f(2) = 2° + az? + Bz 

1) Montrer que : [f(1)|+|f(j)1+|f(j21£3 (On rappelle que : 1 +J +J? = 0 et j? = 1). 

2) a) En déduire que |f(1)|+ 1f (0+ IFG’) > 3. 


b) En, utilisant a), montrefiquefl’un au moins des nombres réels |f (1), If et IFOGA] 


est supérieur ou égâl à 1 


3) Le plan complexe@st muni d’un repère orthonormé direct (O,#,v. ABC est un tri- 
angle équilatéraNdirect de centre de gravité O et tel que l’affixe de A est le réel r 
strictement positif fixé. I et J sont deux points quelconques du plan d’affixes respec- 


a+b ab 


tives a et b. Dans cette question on prend a = ar et B = TT 


a)éMoôntrer que les affixes respectives de B et C sont rj et rj? 
b), Montrer que BO.BI.BJ > r°|f(j)|.Calculer de la même manière CO.CI.CJ et AO.AI.AJ 
c) Montrer que le triangle ABC a au moins un sommet S vérifiant SO.SI.SJ > r° 
Exercice : 12 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (O, #, v. On note (C) le cercle de centre 
O et de rayon R > 0 et A le point de (C) d’affixe R. Étant donné un entier n > 2 , on note r la 
rotation de centre O et d’angle A On considère la suite de points (Mz)x>o de (C) définie par 
la relation de récurrence : M4,, = r(M}) et la condition initiale M, = A. On note z; l’affixe de 
My. 


1) a) Pour tout k > 0 , exprimer z4,, en fonction de zg. 


72 





b) En déduire l’expression de z% en fonction de k et n. 
c) Comparer M, et Mo. 

d) Faire une figure lorsque n = 16 (on prendra R=4 cm). 
2) a) Prouver que, pour tout k > 0: My;My,, = 2Rsin z, 

b) On note: L„,=MọoM;ı +MıM2+---+ M„-1ıM, le périmètre du polygone régulier 
(Mo, M:,...M,). Déterminer la limite de L, lorsque n tend vers plus l'infini. 
Exercice : 13 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct. A tout point M^dusplan 


; ; , docs PE 
d’affixe z non nulle on associe le point M’ telle que z’ = — où Z est le conjugué de conjugué z 
Z 


1) Déterminer une relation entre les arguments de z et z’. En dédäire que les points O, 


M et M’ sont alignés. 
2) Démontrer que : 
z+1l= -qz +1) 
3) On désigne par A le point d’affixe 1 et on note#{Chl'ensemble des points M du plan 
dont l’affixe z vérifie : [z—1|= 1; 
a) Quelle est la nature de l’ensemble (€)? 
b) Montrer que M appartient à (Csi et seulement si |z’ —1|=|z/|. 


c) Quel est l’ensemble des points M’ du plan lorsque M décrit (C)? 


Extrait Bac 2012 groupe 2 


Exercice : 14 
Le plan est muni d’unfrepère orthonormé direct (0, f, v). On note z = x + iy l’affixe du point 
m,x et yétantdes réels. On désigne par u un nombre de la forme u =1+ik, ke R\{0}. 
On désigne par S l'application du plan dans lui-même qui , au point m associe le point m’ 
d’affixe z’ Puz. 

1) a) Déterminer la nature S,. 


rad 2 
b) Montrer que les vecteurs Om et mm sont orthogonaux pour tout m + 0. 


2) Ondésigneparu et u’ deux nombres complexes de partie réelle 1: u = 1+ik et w= 


1+ik’aveck et k des réels non nuls. On note M le point d’affixe Z = uu’. 
a) Exprimer les coordonnées (X,Y) de M en fonction dek et K. 
b) Construire l’ensemble (C) des points M lorsque k et k’ sont égaux et k > 0. 
3) On note P, le point image de u”, neN*. 
a) On pose k=tanp ọ € F3; zI. Calculer les coordonnées de P, en fonction de n et 


p. 
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b) On pose n = 2. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles : 
i) P, appartient à la droite d’équation y = x. 
ii) P, est égal au point de coordonnées (-2;-2V3). 


Exercice : 15 Bac 93 Exercice 2 


Le P plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (O, #, V. 
1-) Soit Mı, M) et M; les points d’affixes respectives z,, Z2 et z3. montrer que le triangle 
MMM; est équilatéral direct si et seulement si : z1 + jz2 + j?z3 = 0 où j = -5 + CE. 
(On pourra utiliser une rotation centrée en M;) 


2-) On considère l’ensemble des nombres complexes l'équation (E) suivante : 
3 ; 2 de D 
z?” +(1+a+ia)z" +a(l+i+ia)z-ia =0 


Où a désigne un paramètre complexe. 
a) Vérifier que 1 est solution de (E). 
b) Calculer les deux autres solutions 7z’ et z” de (E) 


c) Soit A , Bet C les points d’affixes respectives’ L, z’ et z”. Déterminer les deux va- 
leurs complexes de a pour lesquelles lestriängle ABC est équilatéral. On exprimera 


chaque valeur sous forme algébriqüe et$ous forme exponentielle. 
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LES NOMBRES COMPLEXES AU BAC $2 
Exercices 0 
1)Résoudre dans l’ensemble des nombres complexes les équations suivantes : 


a) *2+32=(2+i3)]f4 ;*iz-2z+2-i=0 ;* 4z 48/7 -3=0. 
b) * V3cosx-sin x=-1 ;*3cos2x-vV3sin2x=3. 


V6-i2 








c) Soient les nombres complexes z, = ; z, =l- 
1 2 2 
* Mettre sous forme trigonométrique z; ;z, et Z = cs 
Z2 
ka + V2 7 — V2 
*En déduire que cos 7 = V6+v2 et sin V2 
12 4 4 
*On considère l'équation d’inconfñue xe IR 


(E):(V6+v2 Jeosx+ (V6 -V2}in x=2 


_ Résoudre (E) dans IR puis placer les points images” des solutions sur le 
cercle trigonométrique. 
2) Soit C le corps des nombres complexes eti un nombre complexe tel que 12=-1. 
4 
z ; 5 ; ds N: y 
a) calculer Es) .b) déterminer les réels ab! fels que : (a +ib) = 2 Ef 


3) Linéariser les expressions trigonométriques suivantes . 
; x 
a) A(x) = co xsinx ; b) B(x)=cos’ A 


EXERXICE 1 BAC 2003 

Dans l’ensemble C des #nombres complexes, on considère l'équation 
(E): Z? +(1—8i)Z" —(23 + 4i)Z -324i = 0 

a) Montrer que (E)admet.uneñfsolution imaginaire pure et la déterminer 

b) Montrer que1+2i ét 2+ 3i sont solutions (E) 

c) Donner l’ensembles des solutions de (E) 


Dans le plansapporté à un repère ortho normal (o,u,v) Soit À, B et C d’affixes 


respectivest+ 2i} 3i ,—2 + 3i 
Soit G bat {(A,2),(B — 2), (C,1)} 


a) Montrer que les vecteurs GA, GB etGC ont pour affixes 
Au gi 

respeĉtives J3e%, A 22e et que ces affixes sont dans cet ordre en progression 

géométrique ; déterminer la raison de cette suite . 

b) En déduire qu’il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C 

.Donner les éléments caractéristiques. 

EXERCICE 2 BAC 2002 

1) Montrer que dans C la somme des racines nième de Punité est égale à 

zéro (n > 2) 
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za ; IT : i : 
2) En utilisant les résultats du 1) montrer que cos to) est solution de léquation 
4x° -2x-1=0 
3) En déduire les valeurs exactes de cos ; cos = et cosi 


EXERCICE3 BAC 2001 

Le plan complexe (P) est muni d’un repère ortho normal direct (o, u, v) 

2z—i 

¿=2i 

a) Résoudre dans C f(z)=z .Donner les solutions zı et z2 sous forme algébrique 
puis sous forme trigonométrique . 

b) Calculer z‘ + z4 

1) Soit M(z) un point de (P) 

Soit (T) l'ensemble des points M(z) tels que f(z) soit imaginaite pur ,donner une 








Soit f application deC - {2i}vers C définie par f (z) = 


équation cartésienne de (T),Tracer (T). 

2) Monter que/z/=1 &/f(z)/=1 

EXERCICE 4 BAC 2000 

On considère les points A1, A2 et A3 d’affixes respectives’: 


_ 5+iv3 
4 








Z =1l z, =1+V2+iV2 Z3 — 


1. a) Donner une écriture trigonométrique, des nombres complexes z2- zı et 
23-21 
Z3 T 





b) Donner une écriture trigonométrique de 
Z2 Zi 


; M . H 
En déduire les valeurs exactes PW) et sin T 


2) Soit S la similitude plame directe transformantA2 en As et A: en A: 
a) Préciser les éléments caractéristiques de S 
b) On désigne par M’ ďaffixe z l’image de M d’affixe z 
Exprimer z’ en* fonction de z. En déduire l’image par S du point B 
ill 
d'affixe 1- 4V Jea 
Exercice 5 BAG1999 
On considère l’équation (E) : z? + (3—2i)z? +(1—4i)z -1-—2i=0 
1. a) Vérifier que (E)admet une solution réelle 
b) Achever la résolution de (E) 
2y Dans le plan complexe on désigne par A, B et C les points d’affixes respectives 
ž, =-l.;Zp =-2+i Zç=i 
, : Z-Z 
a) Déterminer le module et un argument de ~—#=——<4 
Ze = Z, 
b) En déduire la nature du triangle ABC 
c) Donner le centre, le rapport et l’angle de la similitude plane directe qui laisse 
invariant A et transforme Ben C. 
EXERCICE 6 BAC 1998 
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1) Résoudre dans C les équations 

a) Z?-2Z+5=0 b) Z?-2{4+4V3)Z+5+243 =0 

On considère dans le plan rapporté à un repère ortho normal(o, u, v) les points A, 
B, C et D d’affixes respectives 1+92i:1+%3+i:1+43-i:1-2; 

a) Placer A, B, C, D dans le plan (P) 


sa Z —Z ets | 
b) Vérifier que RE = iV3 en déduire la nature du triangle ABD 


A B 

c) Montrer que les points À, B, C et D appartiennent à un même cercle (C) dont 
ont précisera le centre et le rayon. 
3) On considère l'équation (E) : Z°-2(1+2cos0)Z +5+4cos0 =0; 0EIR 
a) Résoudre (E) dans C 
b) Montrer que les points images des solutions de (E)appartiennent'à (©). 
EXERCICE 7 BAC 1997 
1. a) Calculer le module et un argument du nombre comple%e w = RER 2i\/3 
b) En déduire ses racines carrées 
2) Résoudre dans C L'équation suivante Z? +(4V3 -h)Z224(3+iV3) =0 
3) Soit Zı la solution imaginaire pure etf#/4$° l’autre solution, montrer 
2-0) 
que ——— =w 

ZEN 
4) Dans le plan complexe rapporté à un repère ortho normal (o,u, v) soit À, Bet C 
les points d’affixes respectives 21,7, ,Z, 
Préciser la nature du triangle ABC en utilisant1. a) 


Exercice 8 
1) Déterminer, sous forme trigonométrique,les solutions de 
l'équation : z? AJ 1+ i) dans l’ensemble des nombres complexes. 
2) En utilisant leswacines cubiques de l’unité, écrire les solutions de cette 
équation gous fôrme algébrique . 
3) En déduire des questions précédents les valeurs de cos Z et sin 
EXERCICE 9 BAC 1995 
On onsidère le polynôme P de variable complexe Z définie 
paf f (Z= Z° +iZ° -3Z +5i 
1,,Calculer P(i) puis déterminer toutes les racines de P(z) on notera Zı la racine 
dont la partie réelle est négative et Z2 l’autre racine. 
Z 





2 a) Ecrire sous forme trigonométrique que le nombre complexe 
„—i 
Dans le plan complexe de repère (o, u, v), on désigne par A(i), B (Z1) et C(Z2) 
Déduire de la question précédente la nature du triangle ABC. 
On considère A(1), B(-1) et M(z) on pose Z = n 
z+i 
1. a) Déterminer l’ensemble (D) des points M(z) tels que Z soit réel. 
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b) Déterminer l’ensemble (C) des points M(z) tel Z soit imaginaire pur 
2. a) Interprétez géométriquement les modules de Z-iet z+i 
Montrer que /Z/=1si et seulement si z est réel 


. IT 
b) SoitneIN et 4€ p Ai déduire de la question précédente que ľéquation (E) : 


ES =cos4a+isin 4a n’admet que des solutions réelles. 
z+i 
(on ne demande pas de les calculer). 
c) Résoudre l’équation Z2 = cos 4a+isinda .En déduire les solutions de (E). 


EXERCICE 11 
Soit (P) le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (o,u,#) 





On considère les applications Tı, T2 dont les écritures £<omplexes 
sont :T, : z, = (V3 +i)z et T, : z, =(1-iV3)z+3 

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de TietT2 

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques dé T20 Tı 

3) Démontrer qu’il existe un seul point K tel queT, (K) = LKY .soit L =T, (K) 
Calculer les affixes des points K et L. 

4) Démontrer que le point L est invariable par “chacun des applications 
Lot et T oT;' 

Quelle est la nature de chacune de ces applications. Préciser leurs éléments 
caractéristiques 


EXERCICE 12 

1) On considère l’équation (E) dans C :Z*+7+24i=0 

a) Vérifier Z, =2-—i est une solution de (E) 

b) Déterminer les racines quatrièmes de l’unité dans C et en déduire l’ensemble 
des solutions de (E£). 


2)Dans le plân complexe de repère orthonormé (o, u, v) on 
considère A(1 + 2D B©2 +i); C(—1— 2i) et Q(2 —i) 

a) Déterminersles éléments caractéristiques de la similitude directe Sı de centre 
Q qui transforme A en B. 


b) Soit Sa la transformation du plan qui à tout point M(z) associe le point M’ (z’) 


Md+i l-3i 
tel quê zy zt 





caractériser S=S20S1 


; : IT 
3).Soit r la rotation de centre A et d'angle — A 


a) Donner l’affixe du point D tel que r(0)=D 

b) Montrer que les points O, A, D et B appartienne à un même cercle (C) dont on 
précisera le centre et le rayon. 

c) Déterminer l’image du cercle (C) parr. 

4) Soit T, :M(z) > M,(z,)tel quez, =a°z+B,aetBeC 

Déterminer a et 8 tels que S20T2 soit : 

a) Une translation de vecteur u(}) 
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; IT 
b) Une rotation de centre O et d'angle -— à 


EXERCICE 13 
Le plan complexe est muni d’un repère ortho normal direct(o,u,v). On considère 
les points A'(aœ =1-i) B(B=1+i) 
A tout point M d'affixe z distinct de O, la fonction ọ associe le point M 
d’affixe z'telle que z'=2- 2 
Z 

1) Montrer A et B sont invariants par ọ . 
2) Soit M(z) distinct de A et de B, dimage M’ (z’) par ọ 
a) Montrer que 2 = T= OÙ y = 2 

za z—a B 


b) En déduire que = “ A ‘ét-donner la-relatonentre MA Mkt A MD) 





c) Déduire de ces relations que si M appartienne au cercle de diamètre [AB] son 
image par @ appartient à la droite (AB). 

EXERCICE 14 

Soit P(z) = z —-4z° +97? -4z+8 

1) Montrer que P(z) = P(z) 

a) Calculer P4) 

b) En déduire deux solutions de (E): P(z) =0 


2. a) Mettre P(z) sous forme dân produit de deux polynôme de degrés 2 

b) Résoudre (E) 

EXERCICE 15 

1) Exprimer les ragines zx dans C de lľéquation z5 = 1 en fonction des nombres 
8.= p où O<k <4 


2) Quelle eSt la mature du polygone dont les sommets Ax 
ont pourfaffixes zx? (0<k<4) 
3) Moñtrerque zo+z1+z2+Z3+z4 = 0 . En déduire une équation du second degré à 


|. . 2 ; 
coêfficiénts entiers dont le nombre a= cos est solution. (On remarquera que 

1 1 
g4=— €t z, =— et cos2x=2cos?x-1 ) 

Zı Z2 

A : 2 4 

4) Résoudre cette équation et calculer cos | cos : cos = ; COS — 
EXERCICE 16 


* : . H . 2I 
Pour toutn € N , soit ș, = sin — + sin — + ........ + sin 
n n n 
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IH ..II : : 
a) Posons z = cos — +isin —. Donner une expression simple de la 
n 


somme 1 + z + z° +... FZ 


Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de cette somme 
1 





En déduire l'égalité ç, = 


T 
tan — 
2n 


b) Quelle est la limite de la suite (2) eN ? 
n 


EXERCICE 17 


Soit n>0; ee l:;r| ; on considère les expressions 


5,=cos"e + cos” e cos26 +... +cos ? e cos pe +....... +cos? e coslo 

$, = COs6 sine + cos? e sin2e+...... + cos” e sin pe +........ + cos” ẹ sin ne 
OnposeT =S +is, 
Montrer que" est la somme des n premiers termes d'une suite géométrique 


complexe dont on donnera le premier terme et laraïsôn . 
En déduire une expression simple de 7", puis,de Sen fonction n et e (on 


sin n0 
montera que § = cos" (= a ) 





EXERCICE 18 


Soient, dans le plan complexe®P, deux points M et M’ d’affixes respectives z et 7’ 
tels que l’on ait : z = (1 + 1)4z FL 

1°) Calculer le module et umafgumentdel + 1. 

2°) Déterminer les éléments géométriques de la transformation du plan complexe 
qui, à tout point Md'affixe z, associe le point M’ d’affixe (1 + 1) z +1. 

3°) Déterminer l’énsemble des M du plan complexe tels que les 

vecteurs om etôw aient la même norme. 


EXERCICE 19 

Sof latransformation du plan complexe qui, à tout point M d’affixe z associe le 
point M d’affixe z’ définie par : z? = 2(1 +1/3)z + 8. 

1°) Quelle est la nature de f? Préciser ses éléments caractéristiques. 

2°) Soit D,droite d’équation : x - y /3 = 0. Quelle est l'équation de l’image f(D) de 
D? 

3°) Quelle est l’image par f du cercle de rayon 2 dont le centre est le point I(2i) ? 





EXERCICE 20 


Dans plan complexe, soit f la transformation qui au point M d’affixe z associe le 
point M’ d’affixe z’ définie par : z = (1+1/3)z +3 (1—i). 
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1°) démontrer que f admet un unique point invariable I ; déterminer l’affixe de I. 
Caractériser géométriquement f. 

2°) Soit G le barycentre des points I, M, M’ affectés respectivement les cœfficients 
3, 2, 1. Calculer les coordonnées de G en fonction de celles de M. 


3°) On suppose que le point M décrit la droite d’équation : y = x. 
Quel l’ensemble décrit par le point G? 


Exercice21 
Soit (z,), la suite de nombres complexes définie parla donnéedé 
z0=2V2(-1+i) et les conditions suivantes: pour tout entier naturelmun 


représentant de l’argument de z 


n+l 
appartient à l'intervalle [57 ] et zm =Z. 


1) Déterminer le module et un argument de zı. 
2) On pose rn=|zletv, =1n r,. Montrer que (v, ) est une suite géométrique. 


81 





ZIZL'$CIENCES 





Dénombrement 
Exercice 1 
Un ensemble E contient 320 éléments „Trois sous ensembles A , B et C de E sont tels que : 
— A et B sont disjoints; 
— Card(ANB) = Card(BA€) 
— Card(AUBUC)=221 
— [(AUB)NC] CardiCNnA]=48 et Card(CNAUB) 
1-) Déterminef lescardinaux des ensembles A ,BetC. 


2-) Déterminer‘'les cardinaux des ensembles suivants : 
afN(AUB)NC b-) AAB c-) AUC 


Exercice 2 
Uñe urne contient 5 boules rouges, 4 boules blanches et 2 boules jaunes. On tire successive- 


ment 4 boules de l’urne en remettant à chaque tirage la boule tirée dans l’urne. Déterminer 
le nombre de tirages contenant : 

1-) Quatre boules rouges; 

2-) Une boule rouge et trois boules blanches dans cet ordre; 

3-) Une boule blanche et trois boules jaunes; 

4-) Quatre boules de même couleur; 
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5-) Autant de boules blanches que de boules rouges; 
6-) Au moins une boule rouge; 
7-) Au plus 3 boules blanches. 


Exercice 3 
Un commerçant achète un coffre-fort dont louverture est commandée par un code à 6 
chiffres. 


1-) Calculer le nombre total de codes différents qu’il est possible d’avoir (le code 000 000 


étant bien entendu possible). 


2-) Calculer le nombre de codes composés de 2 chiffres différents, l’un étañthutilisé une 


fois, l’autre 5 fois. 


Exercice 4 
Une urne contient 7 boules blanches et 6 boules rouges .On tire successivement sans remise 
5 boules de l’urne .Déterminer le nombre de tirages contenants: 
) Trois boules blanches et deux boules rouges; 
2-) Une boule blanche et quatre boules rouges dans.cet'ôrdre; 
3-) Au moins trois boules rouges; 
) Cinq boules de même couleur. 


Exercice 5 
Un sac contient 10 boules blanches numérotées de 1 à 10 , deux boules rouges numérotées 1 
et 2 et enfin trois boules noires numérotées de 1 à 3 .On tire simultanément 3 boules du sac 
. Déterminer le nombre de tirages comportant : 
1-) Trois boules blanches; 
2-) Un boule rouget deux boules noires; 
3-) Trois boules de même couleur; 
4-) Trois boulesportant le même numéro; 
5-) 


Trois boules de numéros pairs. 


Exercice 6 
Une assemblée de 12 personnes se compose de 5 hommes et 7 femmes .Les membres de cette 
assemblée se proposent de désigner un comité de 6 personnes. De combien de façon peut-on 


constituer un comité comprenant : 
1-) Deux hommes et deux femmes seulement. 
2-) Au moins une femme. 
Exercice 7 
1-) Le code PIN d’un portable est un nombre de quatre chiffre choisis parmi 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6,7, 8 et 9. 
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a-) Quel est le nombre de codes possibles ? 
b-) Quel est le nombre de codes formés de quatre chiffre deux à deux distincts? 


2-) Le téléphone portable étant éteint, le propriétaire voulant l’allumer sait que les quatre 
chiffres de ce code sont 1, 9,9 et 5 mais il ignore l’ordre de ces chiffres. Combien de 


codes différents peut-on composer avec ces quatre chiffres ? 


Exercice 8 
Une classe de 20 élèves est constituée de 8 filles et 12 garçons .On veut désire formér un 


bureau de 3 membres composé d’un président, d’un secrétaire et d’un trésorier. 
Déterminer le nombre de bureau possibles. 

Déterminer le nombre de bureau formés uniquement de filles. 

Déterminer le nombre de bureau dont le poste président est océupé par un garçon. 
Déterminer le nombre de bureau contenant au moins un garçôn. 

Déterminer le nombre de bureau contenant exactement uné”fille. 


Déterminer le nombre de bureau où la fille Amifnei peut pas siéger avec le garçon 
Modou. 


Exercice 9 

On lance trois fois de suite un dé non pipés{dont les faces sont numérotées de 1 à 6 ) et 
l’on désigne par a,b,c les résultats respectifs du premier, du second et du troisième jeu. On 
considère l'équation sur R :ax°? + bx +c (1) et on appelle résultat la donnée du triplé (a,b,c). 


Déterminer le nombre de résultatsftels que : 
1-) L'équation (1) admet une solution double. 
2-) L'équation (1) n’admet.pas de solutions réelles. 


Exercice 10 

On se propose destester l'efficacité d’une serrure à code et d’un système d’alarme Une porte 
est munie d’uñ dispositif portant les touches 1,2,3,4,5,6,7,8,9etA,B,C,D.La 
porte s’ouvfe lorsqu'on frappe dans l’ordre trois chiffres et deux lettres qui forment un code 


.Les chiffres. Sont nécessairement distincts , les lettres non. 
1-) Quel est le nombre de codes possibles ? 
2-) Déterminer le nombre de codes répondant à chacun des critères suivants : 
a-) Les trois chiffres sont pairs; 
b-) Les deux lettres sont identiques; 
c-) Le code contient deux chiffres impairs. 


3-) La porte est équipée d’un système d'alarme se déclenchant lorsqu’aucun des trois 
chiffres frappés ne figure sur la liste des chiffres du code. Déterminer le nombre de 


codes déclenchant l’alarme. 
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Exercice 11 
On jette trois fois de suite un dé à six faces numérotées de 1 à 6 et on note successivement 


les chiffres obtenus sur la face supérieure. On appelle résultat le triplet de numéros obtenu. 
1-) Combien de résultats peut-on obtenir ? 


2-) Combien y a-t-il de résultats comportant 2 et seulement 2 chiffres identiques peut-on 


obtenir ? 
3-) Combien y a-t-il de résultats comportant 3 chiffres identiques ? 
4-) Combien y a-t-il de résultats qui ont au moins uns fois 6? 
5-) Combien y a-t-il de résultats dont la somme des chiffres du triplet est égal à 6? 


Exercice 12 Dans 1 lot de 20 pièces fabriquées dont 6 sont défectueuses#On en prélève 4. 


De combien de façons différentes peut-on faire le prélèvement dans les cas suivants 
les quatre pièces sont bonnes. 

une au moins d’entre est-elle mauvaise ? 

deux au moins sont mauvaises. 

exactement deux sont mauvaises 


au plus trois sont mauvaises. 


1-) 
2-) 
3-) 
4-) 
5-) 
6-) 


toutes sont mauvaises. 


Exercice 13 Démontrer les relations suivantes. 
p Pat, p p-1 P P te p-1 
An ENA An =pA,_;+A, 1 , Eta À,:1 = (1+ 1)An 


n-1 ? n 


puis résoudre dans l’ équation : 
1 
x — Alx + pAr + AP. =0 


E):Ch=Ch ph ð p+q=n; puis résoudre dansR Cjil, = C338 





Exercice 14 
Douze livres,sont à ranger sur sept étagères vides . 
1-) Dénombrer les rangements possibles 


2- Dénómbrer les rangements tels que toutes les étagères reçoivent au moins un livre. 


Exercice 15 Dans le comité pédagogique d’une école composé de 8 membres, on souhaite 
représenter les quatre filières de recrutement. Aussi doit-il comporter 1 membre de la filière 
A, 2 membres de la filière B, 2 membres de la filière C, 3 membres de la filière D. Sachant 
que la population de la filière A est de 10, celle de la filière B de 18, celle de la filière C de 
22 et celle de la filière D de 30, calculer : 


a-) de combien de façons peut-on composer la représentation de la filière A ? 
b-) même question pour la filière B; 


c-) même question pour la filière C; 


85 





d-) même question pour la filière D; 
e-) de combien de manières peut-on constituer ce comité pédagogique ? 
Exercice 16 
I-) Propriétés 
Démontrer les propriétés suivantes CË x Ce = Ci x CË et AË = pAP_ + AP 
II-) Dénombrement Soit l’ ensemble E = -2; -1; 0; 1; 2.On tire successivement sans ré 
mise 3 éléments a; b; c de l’ ensemble E. on obtient un triplet (a;b;c) d'éléments de 
E. 
1-) Quel est le nombre de triplets distincts qu’on peut obtenir ? 
2-) Quel est le nombre de triplets distincts dont la somme : a+b+c & 02 
3-) Dans un repère orthonormé O.R.N. On donne les points A(-350) ,B(0;-4) et C(2;2) 
Soit G barycentre du système (A ;a) , (B;b) , (C;c). 
a-) Déterminer le nombre de tirages pour que G existe. 


a-) Déterminer le nombre de tirages pour que G &/Ọ (centre du repère). 


Probabilités 


Calcul des probabilités 


Lois De Probabilité 


Série de synthèse : Probabilité 


Exercice 1 : 
Une urne contient 5 bouleswouges ,4 boules vertes et 2 boules 


jaunes. 
1-) On tire successivement et sans remise 3 boules de l’urne. Déterminer la probabilité 


des événements suivants : 

A#« Obtenir exactement une boule rouge » 

B : «Obtenir une boule rouge suivie de deux boules vertes » 
€ : «Obtenir trois boules de même couleur » 


D : «Obtenir au moins deux boules rouges » 


2-) On tire simultanément 3 boules de l’urne. Déterminer la probabilité des événements 
suivants : 
F : «Obtenir au moins une boule jaune » 
G : «Obtenir trois boules de couleurs différentes ». 
Exercice 2 : Bac S1 2006 


Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : 4 boules vertes et 2 boules jaunes. 
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1-) On tire au hasard simultanément 2 boules de l’urne et on note X la variable aléatoire 
qui à chaque tirage de 2 boules, associe le nombre de boules vertes tirées. Déterminer 


la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique. 


2-) On tire au hasard deux fois de suite 2 boules simultanément, les boules tirées n'étant 
pas remises dans l’urne. On note A, B, C et D les évènements suivants : 
A : « Aucune boule verte n’est tirée au cours du premier tirage de 2 boules »; 
B : « Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du premier tirage de 2 
boules ». 
C : « Deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de 2 boules% ; 
D : « Une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxième tirage de 2 


boules ». 


a-) Calculer P(D/A), P(D/B) et P(D/C). 
b-) En déduire la probabilité des évènements D NA , BAlB’et D NC. Calculer [on 
remarquera que] 
c-) Calculer P(D).(On remarquera que D U (A UB UC) ). 
Exercice 3 : 
Un gardien de but doit faire face, lors d’une, démonstration à un certain nombre de tirs 
directs .Les expériences précédentes conduisent à penser que : 
+ S'il a arrêté le n°" tir, la probabilité pour qu’il arrête le suivant (n + 1)°"€ est 0,8. 
+ S'il a laissé passer le nième tif, La probabilité pour qu’il arrête le suivant est 0,6. 
+ La probabilité pour qu’'iLartêtele premier tir est 0,7. 
A, est l'événement : « Le gardien arrête le n°?" tir ». On a donc P(A;)= 0.7. 
Si E est un événement alofs,Aréprésente l'événement contraire. 
1-)a-) Donner, pour uw > les valeurs de P(A,,1/A,) et P(A,,1/A). 
b-) Exprimêr P(A,., NA,)et P(A,,1 N Apn) en fonction de n. 
c-) Endéduire que, pour tout n > 1, P(A,,1) = 0.2P(A,) + 0.6 
2-) On posé, pour, P, = P(A,) et U, = P,- 0.75 
a). Montrer que (U,) est une suite géométrique de raison 0 ,2. 
b-) En déduire l'expression de P, en fonction de n. 
c-) Montrer que P, admet une limite que l’on calculera. 
Exercice 4 : 
Une urne contient 10 boules indiscernables, dont 5 rouges ,3 jaunes et 2 vertes. Dans les 
questions 1-) et 2-) on tire au hasard et simultanément 3 boules de cette urne. 
1-) Soit les événements suivants : A : « Les trois boules sont rouges »; B : « Les trois boules 
sont de la même couleur » ; C : «Les trois boules sont chacune d’une couleur différente 
3 ». 
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a-) Calculer P(A), P(B) et P(C). 


b-) On appelle X la variable aléatoire qui à chaque tirage associe le nombre de cou- 
leurs obtenues. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X) et Var(X). 


2-) Dans cette question on ajoute aux cinq boules rouges par n boules rouges où n > 2. 
L’urne contient n+5 boules rouges ,3 jaunes et 2 vertes. On tire simultanément deux 
boules de cette urne. Soit les événements suivants : D : « Tirer deux boules rouges »; 


E : «Tirer deux boules de la même couleur ». 
n(n+1) 
(n+4)(n+5) 


b-) Calculer la probabilité de l’événement E, P(E) en fonction de n. Pour quêlles va- 


a-) Montrer que la probabilité de l'événement D est : P(D) = 


leurs de n a-t-on P(E) > à 


Exercice 5 : Bac S1 2004 

On dispose de deux urnes U; et U,. L’urne U; contient 2 boules blanches et 4 boules vertes. 
L'urne U, contient 4 boules blanches et 2 boules vertes. Dans chagùe urne les tirages sont 
équiprobables et les urnes ont la même probabilité d’être choisies. On choisit au hasard 
l’une des urnes et l’on extrait une boule que l’on ne remet dans aucune urne; si la boule est 
verte, on recommence le tirage dans la même urnesssi laboule est blanche, on recommence 


le tirage dans l’autre urne. 
2 
1-) Montrer que la probabilité de tirer deux boules blanches est 7 


2-) Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si on obtient deux boules de la 
même couleur et -1 pour deax Couleurs distinctes. Donner la loi de probabilité de X, 


son espérance mathématiqueÆ (X) et son écart-type o (x). 


3-) On dit que l’on a obtenu un succès si les deux boules sont de même couleur. On 
répète l’expériente précédente 5 fois de suite, Y est la variable aléatoire qui prend 
pour valeur le nombre de « succès » parmi ces 5 épreuves. Quelle est la probabilité 
p d’avoir 4suctès exactement? Donner une valeur approchée de p à 107! prés par 
excèsaCalculer E(Y) et o(Y). 


Exercicé 6 : Bac S1 2002 

On dispose de deux dés tétraédriques notés A et B. Les quatre faces de chacun d’eux sont 
numérotées de 1 à 4 Lorsqu'on jette un dé, on note le numéro de la face cachée du dé (on 
suppose que le dé ne peut tomber que sur une face). Pour le dé A, les quatre numéros ont 
tous la même probabilité d’être cachée. Pour le dé B, la probabilité de noter le numéro i est 


proportionnelle à i. 
1-) Calculer les probabilités P,,P;, P> et P4 pour les quarte faces du dé B. 


2-) On lance les deux dés. On note i le numéro caché du dé A et j le numéro caché du dé 
B. on suppose les lancers indépendants; on note la probabilité P(1; j) de noter i pour 


le dé A et j pour le dé B. 
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a-) Montrer que P(1;1) = P(2;1)= P(3;1) = P(4;1) = T 
b-) Déterminer les probabilités P(i;j) pour tous les nombres entiers i et j compris 
entre 1 et 4. 
On appelle Z la variable aléatoire définie par : Z(i;j) est le plus grand des nombres i 
et j. Exemple : Z(2;1)=2; Z(1;2)=2; Z(1;1)=1 
a-) Quelle sont les valeurs prises par Z ? 
b-) Déterminer la loi de probabilité de Z et son espérance mathématique E(Z). 
Exercice 7 : 
Un sac contient 3 boules numérotées respectivement 0, 1,2, indiscernables auf toucher. On 
tire une boule du sac, on note son numéro x et on la remet dans le sac, puis on tire une 
seconde boule, on note son numéro y et on la remet dans le sac. Toutes les boules ont la 
même probabilité d’être tirées. A chaque tirage de deux boules, on asSocie le point M d’affixe 
FX FIV 
1-) Calculer la probabilité des événements suivants : AA LE point M est sur l’axe des 
abscisses ». B : « le point M appartient au cercle trigonométrique ». 
2-) Soit X la variable aléatoire qui, à chaque tirage de deux boules, associe la somme 
KAI 
a-) Calculer la loi de probabilité de X4 
b-) Calculer l'espérance mathématique de X et sa variance. 
c-) Définir la fonction de répaftition de x puis la représenter. 
Exercice 8 : Bac S4 2014 1” groupe 
Une urne contient 15 boules identiques indiscernables au toucher de couleurs noire, blanche 
et rouge. On sait de plug quil" y a au moins deux boules de chaque couleur dans l’urne. 
On tire au hasard simultanément deux boules dans l’urne et on note leur couleur. Soit G 
l'événement : « Obtenir deux boules de même couleur » 
PARTIE : A 
On supposé que l’urne contient 3 boules noires et 7 boules blanches. Calculer la probabilité 
de l'événement G. 
PARTIE B : 
On ñote n, b et r le nombre de boules respectives noires, blanches et rouges figurant dans 
l’urne. 
1-) On note g(n;b;r) la probabilité en fonction de n, b et r de l'événement G. Démontrer 
que : g(n;b;r) = Sin —1)+b(b-1)+r(r-1)] 
2-) Le but de cette question est de déterminer n , b et r afin que la probabilité g(n;b;r) 
soit minimale. L'espace est muni d’un repère orthonormé (O;ij:K). Soit N ,BetRkR 
les points de coordonnées respectives (9;0;0), (0;9;0) et (0;0;9) Soit M le point de 


coordonnées (n;b;r). 


89 





Justifier qu’une équation cartésienne du plan (NBR)est:x+y+z-9=0 
En déduire que le point M est un point du plan (NBR). 


a-) 
b-) 
1-) Démontrer que : g(n;b;r) = (OM? — 9) 
d-) Déterminer les coordonnées du point H le projeté orthogonal du point O sur le 
plan (NBR). 
e-) En déduire les valeurs de n , b et r afin que la probabilité g(n;b;r) soit minimale! 
Justifier que cette probabilité minimale est égale à 7 
3) On suppose que le nombre de boules de chaque couleur qui a été choisi par d'organi- 
sateur d’un jeu de telle sorte que la probabilité de l'événement G soit a’ 
Un joueur mise 1000 francs puis tire au hasard et simultanément deux boules dans 
l’urne. 
e S'il tire deux boules de même couleurs, il reçoit k francs. 
e Sinon, il ne reçoit rien. 


On note X la variable aléatoire égal au gain algébrique dufoueur. 
a) Calculer l'espérance E(X) de le variable X en fônction de k. 
b) Déterminer la valeur de k pour que le jeusoit équitable. 


Exercice 9 : 

Deux joueurs A et B conviennent du jeu suivant qui se présente comme une succession de 
parties. Au départ À et B misent chacun 1 euro et lancent chacun une pièce parfaitement 
équilibré. 

— Si À à pile et B face, le joueür Agagne et vis versa. 

— Sinon la partie est nullé, le joueurs doublent leur mise et engagent une nouvelle 
partie. Et ainsi de suit®jusqu’à ce qu’il y ait un gagnant, ou que la 20/7 partie soit 
nulle (les joueurs reprennent leur mise). 

Pour tout n allant dé 1 à 49, on considère les événements suivants : À, : le jeu se termine à la 
n'è"€ partie et lefjoueür A gagne. B, : le jeu se termine à la n° partie et le joueur B gagne 
N, :la n°" partie est nulle. On pose : x, = P(A;) , Yn = P(B,) et zn = P(N,). 

1-) a-JNCaléuler x1, y1 , Z1. 


1 1 1 
b-} Montrer que x,,1 = 4” » Yn+1 — 4” et Zn+1 = 27" 


1 n+1 1 n+1 1\” 
c-) En déduire que, pour n allant de 1 à 20, ona:x=(;) Mm=() = (5) ; 
2-) On considère X la variable aléatoire égal au nombre d’euro mis en jeu lors de la partie 


qui conclut le jeu. Lorsque le jeu se termine à la k-ième partie, on a ainsi : (X = 2%). 
a-) Donner l'expression de la plus grande valeur que peut prendre X. 
b-) Calculer P(X = 20). 

c-) Pour tout k allant de 1 à 19, exprimer l'événement (X = 2%) à l’aide des évènements 


AL et B4. En déduire P(X = 2%). 
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d-) Calculer l'espérance mathématique E(X) de X. 


Exercice 10: 








On considère trois urnes U;, U, et U3. L’urne U; contient deux boules noires et trois boules 
rouges; l’urne U, contient une boule noire et quatre boules rouges; lurne U3 contient trois 
boules noires et quatre boules rouges. Une expérience consiste à tirer au hasard une boule 
de U;et une boule de U, , à les mettre dans ,puis à tirer au hasard une boule de U} . Pour 
iprenant les valeurs 1,2 et 3, on désigne par N; (respectivementkR;) l'événement « on tireäne 


boule noire dans l’urne U; » (respectivement « on tire une boule rouge dans l’urne UF). 


1-) Reproduire et compléter l’arbre de probabilités suivant : 


ARBRE DES PROBABILITÉS. 
2-) a-) Calculer la probabilité des événements N UN, A N3 et Ni U R A N3. 
b-) En déduire la probabilité de l’événement.N;, N N3 
c-) Calculer de façon analogue la probabilité de l’événement.R; N N3 
3-) Déduire de la question précédente la probabilité de ľévénement N; 
4-) Les événements N, et N; sont-ils indépendants 


5-) Sachant que la boule tirée dans U; estinôire, quelle est la probabilité que la boule 


tirée de U4 soit rouge? 


Exercice 11 : 








On lance simultanément trois dés’cubiques discernables désignés par les lettres A, B, C . : 
Les faces de chaque dé sont marquées 1, 2,3, 4, 5, 6. Le résultat d’un lancer est noté (a, b, 
c) où (a; b : c) désignent les points marqués respectivement par les dés A, B, C. 
1-) Combien y a-t-il'd'événtualités ? 
2-) Avec le résultat {a , b ,c ) d’un lancer, on écrit l'équation : az? -bz +c = 0 avec z € C. 
Les trois désétant parfaits, calculer la probabilité des événements E; et E, suivants : 


E;«T#iet 1 -i sont solutions de l'équation » 


E> «L'équation admet une solution double réelle » 


Exercice 12 : 








Pendant l’année scolaire, la cantine d’un lycée propose souvent de riz. 
Le premier jour de l’année, il y a 2 chance sur 5 qu’elle propose du riz. 
Si elle en propose un jour, il y a une chance sur trois qu’elle en propose le lendemain. 


Si elle n’en propose pas un jour il y a une chance sur trois qu’elle n’en propose pas le lende- 


main. 
On appelle J, l'événement : « la cantine propose le riz le n°" jour » 
et K, l'événement : « la cantine n’en propose pas le n° jour ». 


Soit P, la probabilité de l'événement J}. 
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1. Calculer P(J3/]J;) et P(J:/K;). Et en déduire P». 


1 2 
2. Montrer que : P, = 3 Pl + M 
1 
3. Soit (U,),emwr la suite définie par : U, = P, — 


a) Montrer (U,),en: est une suite géométrique dont - on donnera le premier terme 
et la raison. 

b) Calculer U, et P, en fonction. 

c) Un élève de l'établissement, fin mathématicien ne mange à la cantine que les jours 
pairs. 
Montrer que chaque fois qu’il se rend à la cantine, la probabilité qu'il amangé du 


riz est comprise entre 5 et 3 


Exercice 13 : 








On dispose de deux urnes U; et U}. U; contient trois boules no@îtesket une boule blanche, 
U; contient une boule noire et deux boules blanches. On jette ùn dé cubique parfaitement 
équilibré. Si le dé donne 6, on tire au hasard une boule dans l’urne U, sinon on tire au 
hasard une boule dans l’urne U}. 
On désigne par : 

e S l'événement : « Obtenir 6 avec le dé ». 


e Et N l'événement : « Tirer une boule#oite ». 
1-) Calculer les probabilités des événements SNN et SAN. 
2-) Calculer la probabilité de tifer une boule noire. 


3-) Calculer la probabilité. d'avoir obtenu 6 avec le dé sachant que l’on a tiré une boule 
blanche. 


Exercice 14 : 








Une usine d’ampoulesdispose de 3 machines qui fabriquent respectivement :20 , 30 et 50 
de la production. Sachant que la probabilité qu’une ampoule défectueuse ait été fabriquée 
par A,B, Cêst : P(D/A) = 0,05, P(D/B) = 0,04 et P(D/C) = 0,01. Calculer : 


1-)/La probabilité pour qu’une ampoule soit défectueuse. 
2-) La probabilité pour qu’une ampoule défectueuse provienne de A. 
3-) La probabilité pour qu’une ampoule non défectueuse provienne de D. 


Exercice 15: 








Une variable aléatoire X prend des valeurs 1,-1 et 2 avec des probabilités respectives e“, e? et 
e° où a, b et c sont en progression arithmétique. On suppose que l'espérance mathématique 
E(X) de X est égale à 1. 


1) Calculer a, b, cet la variance V(X) de X. 


2) Soient A,B,C trois points d’abscisses respectives 1,-1 et 2 d’une droite graduée (A). 
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a) Calculer l’abscisse du point G barycentre de {(A;1),(B;2),(C;4)}. 

b) On pose (M) = SIMA? + MB? + MC?] où M est un point de (A). Montrer que 
p(G)= V(X). 

c) Déterminer l’ensemble (T) des points M de (A), tels que (M) = 3. 


Exercice 16: 








Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 à 6. Lorsqu'on tire au hasard un jeton de l’urné; 
on note p; avec i € 1,2,3,4,5,6 ,la probabilité de tirer le jeton numéroté i .On supposelles 


nombres p2 , p3, P4, pset pe sont dans cet ordre en progression arithmétique de raison n = 30’ 


1 
1) a) Montrer que pı = 12: 
b) En déduire p3 , p3, P4, P5 et pe. 


2) On tire trois de fois suite et avec remise un jeton de cette urne, On désigne par X la 


variable aléatoire égal au nombre de jetons portant un numéro pair. 
a) Déterminer la loi de probabilité de X. 
a) Déterminer l'espérance mathématique de X et l'écart type de X. 


3) Un joueur tire simultanément 2 jetons et onmotesS la valeur absolue de la différence 


des numéros que portent les 2 jetons tirés. 
a) Déterminer la loi de probabilité de S. 
b) On gagne à ce jeu lorsque S > 4. Déterminer la probabilité de gagner. 


Exercice 17 : 








1) a) Déterminer la solutióðn géñérale de l’équation différentielle : y” — 2y’ + 2y = 0 
b) Soient a, b et c dês réels . Montrer que la solution générale de l'équation ay” -by"+ 


cy = 0 est dé la forme x + e*(cı cos(x) + c2sin(x)) où c et c) sont des constantes 


réelles si ẹt seđlement si a, b et c sont proportionnels à 1 , 2 et 2. 


2) On lanée trois fois de suite un dé dont les faces sont numérotées de 1 à 6 et on note 
à châque fois le numéro de la face de dessus .Chaque numéro a la même probabilité 
d’apparaitre . On appelle a, b et c les résultats des premier , second et troisième jet du 
dé’. Quelle est la probabilité pour que la solution générale de l’équation différentielle 
ay” — by’ + cy = 0 soit de la forme x + e*(ci cos(x) + c2sin(x)) où c1 et c> sont des 


constantes réelles? 
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Variable Aléatoire - Loi Binomiale 
Exercice 1 


Un joueur lance deux dés dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On suppose que les dés 
2. sont non truqués et donc que pour chaque dé, toutes les faces ont la même probabilité 

d'apparition. 

Le joueur suivant les règles suivantes: 

- Si les deux dés donnent le même numéro alors le joueur perd 10 points 

- Si les deux dès donnent deux numéros de parités différentes (l'un est pair et l'autre impair) 

alors il perd 5 points. 

- Dans les autres cas il gagne 15 points. 

Le joueur joue une partie et on note X la variable aléatoire correspond au nombre‘de points 

obtenus par lui. 

a . Déterminez la loi de probabilité de X puis calculez l'espéraneede X. 


b. Représentez graphiquement la fonction de répartition deX. 


Le joueur effectue 10 parties de suites. Les résultats des parties sônt'indépendants les uns des autres. 
On appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de f6is que’le joueur gagne 15 points. 

c. Expliquez pourquoi Y suit une loi binomiale. Quelsésont lés paramètres de Y ? 

d. Quelle est la probabilité que le joueur gagne au MoinSüne fois 15 points? 

e. Combien de fois le joueur peut espérer gagnêr 15 points? 
Le joueur joue n parties de suite. 

f. Quelle est la probabilité qu'il gagne au moins une fois 15 points? 

g. A partir de quelle valeur de n sa probabilité de gagner au moins une fois 


15 points est strictement supérieure à 0,9999 ? 


Exercice 2 
Les résultats de cet exeréice seront donnés sous forme décimale arrondie au centième. 
Un camp d'adolescents propose des stages d'activités nautiques pour débutants avec au choix: 
Planche à voile ‚plongée ou ski nautique. 
Lors d'un stage donné, ce camp accueille vingt jeunes don sept seront initiés à la planche à voile, huit 
à la plongéeetcinq au ski nautique. 
Chaque stagiaire ne pratique qu'une seule des trois activités. 
I. On forme un groupe de 3 stagiaires choisis au hasard parmi les vingt. 
a: Combien de groupes est-il possible de former ? 
b: Déterminez la probabilité de chacun des événements suivants: 
A : "les trois stagiaires pratiquent des activités différentes " 
B :" Les trois stagiaires pratiquent la même activité" 


C:" Au moins l'un des trois stagiaires pratique le ski nautique ". 


II . Parmi les trois stagiaires, un seul se prénomme Christian. 


Chaque jour, on choisit un groupe de trois stagiaires chargé du service au 
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repas de midi. 
a. Montrez que la probabilité que Christian soit choisi un jour donné 
pour le service de midi est égale à 0,15. 
b. La durée du stage est de cinq jours. 
Quelle est la probabilité de ne jamais choisir Christian pour le service 
de midi pendant le séjour ? 
c. Quelle est la probabilité de le choisir exactement une fois ? 
d. Montrez que la probabilité de choisir Christian au moins deux fois 
est inférieur à 0,2. 
Exercice 3 
Un entraineur d'une équipe de football a étudié les statistiques de tir au but (pénalty) deses joueurs. 


Il a alors remarquer que sur une série de cinq tirs au but, un joueur pris au hasard däns'son équipe 
marque 


- 5 buts avec une probabilité de 0,2 
- 4 buts avec une probabilité de 0,5 
- 3 buts avec une probabilité de 0,3. 
Chaque joueur, à l'entrainement, tire 2 séries de 5 ballons. On admet que les résultats d'un joueur à 
chacune des 2 séries sont indépendants. 
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirs aux buts réussis par un joueur au cours d'un 
entrainement. 
I. 
a. Calculez la probabilité, pour un joueur prisfau hasard, de réussir tous ses tirs au 
buts lors d'un entrainement. 
b . Précisez les valeurs possibles pour X et établir sa loi de probabilité. 
(on pourra s'aider d'un arbre). 


c . Calculez l'espérance de X. 


II. L'entraineur considère Qué lé’joueur a réussi l'épreuve des tirs au but lorsque X > 8. 


Montrez que la probabilité pour un joueur de réussir cette épreuve lors d'un 
entrainement est égale à 0,61. 


III. Chaqueñjoueur participe à 10 séances d'entrainement. 

On admetique les épreuves de tirs au but sont indépendantes les unes des autres. 
Qnappélle Y la variable aléatoire égale au nombre de succés d'un joueur à l'épreuve 
des firs au but au cours des ces 10 entrainements, c'est à dire le nombre de fois où 
il a marqué au moins 8 buts. 

Si au cours d'une séance d'entrainement, il ne marque pas au moins 8 buts, 

on dit qu'il a eu un échec. 

Les résultats seront donnés par défaut, avec 3 chiffres après la virgule. 

Calculez pour un joueur : 

a . la probabilité de n'avoir aucun échec lors des 10 séances. 

b . la probabilité d'avoir exactement 6 succès . 


c. la probabilité d'avoir au moins 1 succès. 
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II .Calculez le nombre minimale d'entrainement auxquels doit participer 
un joueur pour que la probabilité d'avoir au moins un succès soit supérieure à 0,99. 


Exercice 4 
Une épreuve consiste à jeter une fléchette sur une cible partagée en trois cases notées 
1° 5 2 ; 3. 
Deux concurrents A et B sont en présence. 
On admet qu'à chaque lancer, chacun atteint une case et une seule et que les 
lancers sont indépendants. 
Pour le concurrent A, les probabilités d'atteindre les cases 1 , 2, 3 
sont dans cet ordre : 
1 al Z 
12 3 12 
Pour le concurrent B, les trois éventualités sont équiprobables. 
Les résultats demandés seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 
I. Le concurrent A lance la fléchette 3 fois. 
Les résultats des 3 lancers sont indépendants. 
a . Quelle est la probabilité pour qu'il atteigne chaque fois la case 3? 
b . Quelle est la probabilité pour qu'il atteigne les cases 4, 2 , 3 dans cet ordre ? 
c . Quelle est la probabilité pour qu'il atteigne lesgasés 11 ,2,3 dans n'importe 
quel ordre ? 
IL. On choisit un des deux concurrents. 
La probabilité de choisir A est égale àdeux fois la probabilité de choisir B. 
a . Un seul lancer est effectué. 
Quelle est la probabilité pour que l4 case 3 soit atteinte ? 
b. Un seul lancer a été effectùé, et la case 3 a été atteinte. 
Quelle est la probabilitéfour que ce soit le concurrent A qui ait lancé la 
fléchette ? 


Exercice 5 
Uné urne ĉontient 5 boules noires, 4 boules blanches et 1 boule verte. On tire simultanément 5 boules 


de cette urne. 


a. Combien y-a-t-il de tirages possibles ? 
b. Sitous les tirages sont équiprobables, quelle est la probabilité de tirer 
i. aucune boule noire? 
ii. autant de boules vertes que de boules blanches? 
iii. au moins une boule noire? 


iv. exactement une boule noire et exactement une boule verte? 
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Exercice 6 

Una classe de terminale compte 30 élèves dont 20 filles. A chaque cours de mathématiques, le 
professeur de cette classe interroge au hasard un élève. D'un cours à l'autre, le professeur ne se 
rappelle pas de l'élève interrogé au cours précédent ce qui fait qu'à chaque cours, le choix de l'élève 
par le professeur est indépendant des choix précédents. 


a. Quelle est la probabilité, à un cours donné, que l'élève interrogé soit une fille ? 


n est un entier positif. On appelle X la variable aléatoire définie par: 
"X=nombre de filles interrogées durant n cours de mathématiques consécutifs" 

b. Quelle est la loi de probabilité de X? 
Quelle est la probabilité que le nombre de filles interrogées soit égal à 4 durant 10 cours 
consécutifs ? 

d. Quelle doit être le nombre minimum de cours consécutifs pour la probabilité qu'aucune fille 
ne soit interrogée soit inférieur à 0,001 ? 

e. Durant un trimestre, il y a 36 cours le mathématiques. Quel nômbrefde filles interrogées 


peut-on espérer ? 


Exercice 7 
Un joueur utilise un dé pipé à 6 faces. La probabilitésP. de voir appaitre la face partant le numéro k est 


donnée par le tableau suivant: 


k 1 2 3 4 5 6 
P, 064 (0,15 10,15 10,05 | a b 


a et b étant deux nombres réels. 


On appelle X la variableäléatoire correspondant au numéro de la face obtenue aprés un lancer. 


a. Sachant għe espérance de X est : E[X]=2,65, déterminez a et b. 
b. Quelléest la probabilité d'obtenir un nombre pair? 
Lefjoueur lance le dé 10 fois de suite. Les résultats des lancers sont indépendants les uns des 
autres. On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de lancers donnant un numéro pair 
sur les 10 lancers. 
i. Quelle est la loi de probabilité de Y ? 
ii. Vérifiez que l'espérance de Y est : E[Y]=2,5. 
iii. Quelle est la probabilité d'avoir Y > 8 ? 
d. A chaque lancer, si le résultat est un nombre pair, le joueur gagne 3 euros, sinon, le joueur 
perd 2 euros. On appelle G le gain du joueur après 10 lancers. 
i. Quelles sont les valeurs que peut prendre G? 
i. Donnez une relation simple entre la variable Y et la variable G. 


iii. Quelle est la probabilité que le joueur ait un gain nul? 
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iv. Quelle est l'espérance de G? 


Exercice 8 


Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. 
On prélève n boules successivement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
On considère les deux événements suivants: 

A:" On obtient des boules des deux couleurs"; 


B:" On obtient au plus une boule blanche ". 


1: 
a:: Calculez la probabilités de l'événement: "Toutes les boules titées sont de même couleur " 


b: Calculez la probabilités de l'événement: "On obtient exactement une boule blanche". 
c: Déduisez-en que les probabilités p(A et B) , p(A) et p(B) sont: 


A l (z +1) 


21 (zn — 1) 2” 
p(A et B) = ; p(A) =1- 2 p(B) = 


2: Montrez que p(A et B) = p(A).p(B) si et seulement si 2/"-1 = n+1. 
3: Soit (Un) la suite définie pour tout entier natürel n supérieur ou égal à 2 par: Un=2 "1 -(n+1) 
a: Calculez les trois premiers termes de cette suite. 


b: Démontrez que cette suite est stritement décroissante. 
4: Déduisez-en la valeur de l'entier n teque les événements A et B soient indépendants 
Exercice 9 
Partie I 


Lors de la préparation d'un concours, un élève n'a étudié que 50 des 100 leçons. On a mis 100 papiers 
contenant chacun une question dans une urne, ces questions portant sur des leçons indépendantes. 
Le candidat tire simultanément au hasard 2 papiers. 
On donnera les réponses sous forme de fractions irréductibles. 

1: Quelle est la probabilité qu'il ne connaisse aucun de ces sujets ? 

2: Quelle est la probabilité qu'il connaisse les deux sujets ? 

3: Quelle est la probabilité qu'il connaisse un et un seul de ces sujets ? 

4: Quelle est la probabilité qu'il connaisse au moins un de ces sujets ? 


Partie II 
On considère maintenant que l'élève a étudié n des 100 leçons ( n étant un entier naturel inférieur ou 
égal à 100). 
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1: Quelle est la probabilité Pn qu'il connaisse au moins un de ces sujets ? 
2: Déterminez les entiers n tels Pn soit supérieur ou égal à 0,95. 


Exercice 10 


1: Une urne U 1 contient 2 jetons numérotés 1 et 2. Une urne U 2 contient 4 jetons numérotés 1,2,3 
et 4. 

On choisit au hasard une urne, puis un jeton dans cette urne.(Les choix sont supposés 
équiprobables). 

a: Quelle est la probabilité de tirer un jeton portant le numéro 1? 

b: On a tiré un jeton portant le numéro1. Quelle est la probabilité qu'il provienne de l'urne U # ? 


2: On rassemble maintenant les deux urnes en une seule, qui contient donc les 6 jetons pfécédents. 
On tire simultanément et au hasard 2 jetons de cette urne. Les tirages sont supposés équiprobables. 
a: Calculez la probabilité de tirer 2 jetons identiques. 

b: Soit S la variable aléatoire qui, à chaque tirage, associe la somme dés numéros des 2 jetons tirés. 
Déterminez la loi de probabilité de S. 

c: Deux joueurs, Claude et Dominique, décident que si la somme des numéros est impaire, 
Claude donne 10 euros à Dominique et que dans le cas éontrâire, Claude reçoit x euros de 

Dominique. 

On note X la variable aléatoire qui, à chaque tirage, assócie le gain algébrique de Claude. 
Calculez l'espérance mathématique de X en f6netiof de x, puis 


déterminez x pour que le jeu soit équitable. 
Exercice 11 


Dans cet exercice, A et B étant deux événements, p(A) désigne la probabilité de A; 
p(B/A) la probabilité de B sachantque A est réalisé. 
1: Le nombre de clients.se présentant en cinq minutes dans une station-service est 
une variable aléatoire X dont on donne la loi de probabilité: 
p#= p(X=i)etpo=0,1;p1-0,5;p2—0,4 
a: Définir et représentez graphiquement la fonctionde répartition de X. 


b: Calculez l'espérance mathématique de X 


2: Dans cette station service, la probabilité qu'un client achète de l'essence est 0,7; 
celle qu'il achète du gazole est 0,3. Son choix est indépendant des autres clients. 
On considère les événements suivants: 

C1 :" En cinq minutes, un seul client se présente" ; 
C2 :" En cinq minutes, deux clients se présentent"; 


E :" En cinq minutes, un seul client achète de l'essence". 


a: Calculer p( C1 et E ). 
b: Montrer que p(E / C2) = 0,42 et calculez p(C2 et E). 
c: En déduire la probabilité qu'en cinq minutes un seul client achète de l'essence. 
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3: Soit Y la variable alèatoire égale au nombre de clients achetant de l'essence en cinq minutes. 
Déterminer la loi de Y 


Exercice 12 


Lors d'un examen, un questionnaire à choix multiple (Q.C.M) est utilisé. 

On s'intéresse à cinq questions de ce (Q.C.M) supposées indépendantes. 

A chaque question sont associées quatre affirmation, numérotées 1 , 2 , 3 et 4 , dont une 

seule est exacte. Un candidat doit répondre à chaque question en donnant seulement le 
numéro de l'affirmation qu'il juge exacte. Sa réponse est correcte si l'affirmation qu'il a retenue 
est vraie, sinon sa réponse est incorrecte. 


Dans cet exercice, les probabilités demandées seront données sous forme fractionnaire. 


1: Un candidat répond à chaque question au hasard, c'est à dire qu'il considère que les quatres 
affirmations correspondantes sont équiprobables. 
a: Calculer la probabilités des événements suivants: 
A: " Le candidat répond correctement à la première des cinq questions"; 
B:" Le candidat répond correctement à deux questions au moinssur les cinq questions ”. 
b: On attribue la note 4 à toute réponse correcte et la note £- D) toute réponse incorrecte. 
Calculer la probabilité de l'événement C: " Le candidat obtiént une note au moins égale à 10 


pour l'ensemble des cinq questions." 


2: on suppose maintenant qu'un candidat confaît la réponse coreecte à deux questions et qu'il répond 
au hasard aux trois autres questions. 


Quelle est alors la probabilité de l'événement C décrit en 1:b: ? 


Exercice 13 


On désigne par n un entier #aturel supérieur ou égal à 2. 
On imagine n sacs defetons S4, S2 ., Sa . Au départ, le sac S, contient 2 jetons noirs et 1 blanc, et 
chacun des autres’saës contient 1 jeton noir et 1 jeton blanc. On se propose d'étudier l'évolution des 
tirages successifs d'un jeton de ces sacs, effectués de la façon suivante : 
- Première’étape : on tire au hasard un jeton de S; ; 
- Deuxième étape : on place ce jeton dans S, et on tire, au hasard, un jeton de S2; 
- Tfoisième étape : après avoir placer dans S; le jeton sorti de $,, on tire, au hasard, un jeton de S}. et 
ainsi de suite. 
Pour tout entier naturel k tel que 1< k < n, On note Ex l'événement "le jeton tiré de & est blanc" 
1: 
a) Déterminez la probabilité de E1, notée P(E1), et les probabilités conditionnelles: 
P{Be / Bi) et P(Be / Bi) 


Déduisez-en la probabilité de E;, notée P(E;). 
b) Pour tout entier k tel que 1 < k < n, la probabilité de Ex est notée pu. 


100 


Justifiez la relation de récurrence suivante : 


l l 
Pr+1 "3m T3 
2: Etude d'une suite (ux). 
l 
u =- et 
3 


l l 


Pour tout entier k > 1, 1k45 gik + 3 


a) On considère la suite (vx) définie par, pour tout élément k de N*, vk = uk - 0,5. 


On note (u) la suite définie par 


Démontrez que la suite (vk) est une suite géométrique. 
b) Déduisez-en l'expression de ux en fonction de k. 


Montrez que la suite (ux) est convergente et précisez sa limite. 


3: Dans cette question, on suppose que n = 10. Déterminez pour quelles valeut de'k on a: 
0,4999 < px < 0,5 
Exercice 14 


Un gardien de but doit faire face, lors d'une démonstration, à uń certain nombre de tirs directs. Les 


expériences précédentes conduisent à penser que : 


e s'ilaarrêté le n®™ tir, la probabilité pour qu'iarrêtele suivant [ le (n + 1)®™] est 0,8; 
e s'iln'a pas arrêté le n®™ tir, la probabilité pour quil arrête le suivant est 0,6. 
e la probabilité pour qu'il arrête le prentier tir est 0,7 


Dans tout l'exercice, si E est un événementfon note p(E) la probabilité de E, E, l'événement contraire 
de E. On note p(E/f) la probabilitécomditionnelle de l'événement E sachant que F est réalisé. A, est 
‘événement "le gardien arrête lànt™ tir". On a donc p(A;)= 0,7. 


1. a: Donnez pour >les valeurs de p(A,:./ An) et Pr / An) 
b: Exprimezp(A,; Ml1A,) et p(A,4ll À,) en fonction de p(An) 
c:Déduiséz-en.que, pour tout entier strictement positif n * 1ona:p(4,:,) = 0,2 p(An) + 0,6. 


2. Of pose à présent, pour n > 1, pn = p(An) et un = pn- 0,75 
a: Démontrez que (un) est une suite géométrique de raison 0,2 
b:Déduisez-en une expression de p; en fonction de n 


c:Montrez que (pa) admet une limite que l'on calculera. 


Exercice 15 


Dans une salle de jeu un appareil comporte 4 roues, chacune portant à sa périphérie 8 images de fruits 
différents: 


Ananas, Bananes, Cerises, Dattes, Fraises, Grosilles, Poires, Raisins. 
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Une mise de 1F déclenche le fonctionnement de l'appareil pour une partie. 
Chacune des quatre roues affiche au hasard dans une fenêtre un de ces 8 fruits. 


Exemple d'affichage : 


On admettra que tous les événements élémentaires sont équiprobables. 


1. Calculez la probabilité des événements suivants : 
E : on obtient quatre fruits identiques; 
F : on obtient trois fruits identiques et trois seulement; 


G : on obtient quatre fruits distincts. 


Certains résultats permettent de gagner de l'argent : 

50 F pour quatre fruits identiques;5 F pour trois fruits identigues;4 F pour quatre fruits distincts; 
0 F pour les autres résultats. 

Soit X la variable aléatoire qui à chaque résultat associéletgain indiqué ci-dessus. 

a: Quelle est la probabilité de l'événement "obteni#un gain non nul"? 

b: Déterminez l'espérance mathématique de Xfnotée E[X]. 

N.B. Les résultats seront donnés sous forme décimale avec 


Exercice 16 


Dans une population donnée % des individus ont une maladie M4. Parmi les individus atteints de 
la maladie M., 20 % ont uneamaladie M, et parmi les individus non atteints de la maladie Ma, 4 % ont 


la maladie M». 


1. On prend'un individu au hasard et on désigne respectivement par A et B les événements 
suWants : 
l'individu est atteint de la maladie M," 
“individu est atteint de la maladie M," 
Adésigne l'événement contraire de A, PA (B) désigne la probabilité de "B sachant A" c'est à 
dire la probabilité conditionnelle de B par rapport à A. 
a: Donnez les valeurs de p(A), pA(B) et på (B) 
b: Calculez p(B NA ) et p(B NA). Déduisez-en p(B) 
c: Calculez ps(A) 


On prend 10 individus au hasard dans cette population et on désigne par X la variable aléatoire 
donnant le nombre de ceux ayant la maladie M, et la maladie Mb. 
a:Quelle est la loi de probabilité de X ? 
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(Donnez, en fonction de k, la probabilité P(X=k), où O <k< 10) 


b: Déterminez la probabilité de l'événement "deux individus au plus sont atteints de la maladie 
M, et la maladie M." 


Dans cet exercice les résultats seront donnés sous forme décimale à 10° près. 


Exercice 17 


Pour un examen, dix examinateurs ont préparé chacun deux sujets. On dispose donc de vingt sujets 
que l'on place dans 20 enveloppes identiques. Deux candidats se présentent : chacun choïsit‘au hasard 
deux sujets ; de plus les sujets choisis par le premier candidat ne seront plus disponibles pour le 
deuxième. 

On note A, l'événement : "les deux sujets obtenus par le premier candidatsproviennent du même 
examinateur" et À, l'événement : " les deux sujets obtenus par le deuxième candidat proviennent du 


même examinateur”.On note À l'événement complémentaire de A, 


1 
1. Montrez que la probabilité de A: est 19 


a) Calculez directement la probabilité : p( A;/A,) 


b) Montrez que la probabilité que les deuxéandidats obtiennent chacun deux sujets 
1 


provenant d'un même examinateur est égale à 323 


2. a)Calculez p(A/ä:) 
33 


b)Calculez p(A2) puis montrez ue p(A; U A2) = 323 


3. Soit X la variablealéâtoire égale au nombre de candidats ayant choisi chacun deux sujets 
provenant d'un même examinateur. X prend donc les valeurs 0, 1 et 2. 
a)Déterminez laloi de probabilité de la variable aléatoire X 


b)Cal@ulez l'espérance mathématiques de X 
Exercice 18 


Une mâladie est apparue dans le cheptel bovin d'un pays. Elle touche 5 °/,.(5 pour mille) de ce 
cheptel. 


1. On choisit, au hasard, n bovins du cheptel et l'on désigne par X la variable aléatoire définie 
par le nombre de malades parmi ces n animaux. 
a)Si n = 10, calculez à 10° près, les probabilités suivantes : P(X=0), P(XK 1). 
b) Déterminez n pour que l'espérance mathématique de X soit égale à 0,10. 

2. Des études statistiques ont montré que la probabilité pour un animal d'avoir un test positif à 
cette maladie sachant qu'il est malade est 0,8 % et que celle d'avoir un test négatif sachant qu'il 
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n'est pas atteint par la maladie est 0, 9. 

On note: 

T l'événement "avoir un test positif à cette maladie" 

M l'événement "être malade” 

M l'événement contraire de l'événement M 

a)Montrez que : T=(MRT)X(MNT) 

b) Calculez la probabilité pour un animal d'avoir un test positif à cette maladie 
c) Calculez la probabilité qu'un animal soit malade sachant que le test est positif. 
On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible. 


Que peut-on conclure sur la fiabilité du test? 
Exercice 19 


Une usine fabrique en série des boulons, la fabrication comporte 2 phases. 1èfe phase fait apparaître 


"an 


un défaut"a" dans 2% des cas; la 2ème phase, un défaut "b" dans 10% des cas 


1- un boulon est tiré au hasard 
on définit les évènements suivants: 
LA SSNS LI 


A "le boulon présente le défaut "a 
B" le boulon présente le défaut "b" 


On suppose que les événement A et B sont indépendants 


Calculer la probabilité des événements suivants: 

C :" le boulon présente les 2 défauts” 

D :" le boulon ne présente aucun Aes deix défauts" 

E :" le boulon présente un et un seukdes deux défauts" 

2-Au cours de la fabricatiof øn prélève au hasard, successivement 5 vélos. On admettra que le 
nombre de boulons fabfiqués'est assez grand pour estimer que la proportion de boulons défectueux 
reste constante au tirage. 

Déterminer la probabilité de l'événement F"4 boulons au moins n'ont aucun défaut". On admettra la 
valeur exacte de cette probabilité, puis une valeur décimale approchée aux millièmes prés 


Exercice 20 


Pour un examen, dix examinateurs ont préparé chacun deux sujets. On dispose donc de vingt sujets 
que l'on place dans 20 enveloppes identiques. Deux candidats se présentent : chacun choisit au hasard 
deux sujets ; de plus les sujets choisis par le premier candidat ne seront plus disponibles pour le 
deuxième. 

On note A, l'événement : "les deux sujets obtenus par le premier candidats proviennent du même 
examinateur" et A, l'événement : "les deux sujets obtenus par le deuxième candidat proviennent du 


même examinateur”.On note À l'événement complémentaire de A. 
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1 
1. Montrez que la probabilité de A, est 19 


a) Calculez directement la probabilité : p( A:/A:) 


b) Montrez que la probabilité que les deux candidats obtiennent chacun deux sujets 
1 


provenants d'un même examinateur est égale à 323 


2. a)Calculez p(Az/ä:) 
33 


b)Calculez p(A2) puis montrez que p(A; U A2) = 323 


3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de candidats ayant choisi chacun deux sujets 
provenants d'un même examinateur. X prend donc les valeurs 0, 1 et 2. 
a)Déterminez la loi de probabilité de la variable aléatoire X 


b)Calculez l'espérance mathématiques de X 
Exercice 21 


Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches. 
On prélève n boules successivement et avec remise, n étant umentier naturel supérieur ou égal à 2. 
On considère les deux événements suivants: 

A:" On obtient des boules des deux couleurs"; 

B:" On obtient au plus une boule blanche ". 


1: 

a:: Calculez la probabilités de l'événemeñt:Toutes les boules titées sont de même couleur " 
b: Calculez la probabilités de l'événement:”On obtient exactement une boule blanche". 

c: Déduisez-en que les probabilités p(A et B) , p(A) et p(B) sont: 


n l (n+l) 
21 {x — 1) 2” 
p(Aset B)= “  ;p(A)=1- ? ; p(B) = 


2: Montrezue p(A et B) = p(A).p(B) si et seulement si 2 ("-1 = n+1. 
3: Soit {Ün)lafsuite définie pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 par: Un= 2 "1 - (n+1) 


a#Çalculez les trois premiers termes de cette suite. 
b: Démontrez que cette suite est stritement décroissante. 


4: Déduisez-en la valeur de l'entier n tel que les événements A et B soient indépendants 


Exercice 23 
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Lors de la préparation d'un concours, un élève n'a étudié que 50 des 100 leçons. On a mis 100 papiers 
contenant chacun une question dans une urne, ces questions portant sur des leçons indépendantes. 
Le candidat tire simultanément au hasard 2 papiers. 
On donnera les réponses sous forme de fractions irréductibles. 

1: Quelle est la probabilité qu'il ne connaisse aucun de ces sujets ? 

2: Quelle est la probabilité qu'il connaisse les deux sujets? 

3: Quelle est la probabilité qu'il connaisse un et un seul de ces sujets ? 


4: Quelle est la probabilité qu'il connaisse au moins un de ces sujets ? 


Partie II 

On considère maintenant que l'élève a étudié n des 100 leçons ( n étant un entier naturel infériéur ou 
égal à 100). 

1: Quelle est la probabilité Pn qu'il connaisse au moins un de ces sujets? 


2: Déterminez les entiers n tels Pn soit supérieur ou égal à 0,95. 


Exercice 24 


1: Une urne U 1 contient 2 jetons numérotés 1 et 2. Unedtme U 2 contient 4 jetons numérotés 1,2,3 
et 4. 

On choisit au hasard une urne, puis un jeton dañsicetté urne.(Les choix sont supposés 
équiprobables). 

a: Quelle est la probabilité de tirer un jeton portant le numéro 1? 


b: On a tiré un jeton portant le numérot®Quelle est la probabilité qu'il provienne de l'urne U 1 ? 


2: On rassemble maintenant lestdeuxurnes en une seule, qui contient donc les 6 jetons précédents. 
On tire simultanément etau hasard 2 jetons de cette urne. Les tirages sont supposés équiprobables. 
a: Calculez la probabilité detirer 2 jetons identiques. 

b: Soit S la variable”aléatofre qui, à chaque tirage, associe la somme des numéros des 2 jetons tirés. 
Déterminezda lohdé probabilité de S. 

c: Deux joueurs, Claude et Dominique, décident que si la somme des numéros est impaire, 
Claude donne 10 euros à Dominique et que dans le cas contraire, Claude reçoit x euros de 

Domiñique. 

Onnote X la variable aléatoire qui, à chaque tirage, associe le gain algébrique de Claude. 
Calculez l'espérance mathématique de X en fonction de x, puis 


déterminez x pour que le jeu soit équitable. 


Exercice 25 


Dans cet exercice, A et B étant deux événements, p(A) désigne la probabilité de A; 
p(B/A) la probabilité de B sachant que A est réalisé. 
1: Le nombre de clients se présentant en cinq minutes dans une station-service est 


une variable aléatoire X dont on donne la loi de probabilité: 
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pi=p(X=i)etpo=0,1;p:1=0,5;p2=0;,4 
a: Définir et représentez graphiquement la fonction de répartition de X. 


b: Calculez l'espérance mathématique de X 


2: Dans cette station service, la probabilité qu'un client achète de l'essence est 0,7; 
celle qu'il achète du gazole est 0,3. Son choix est indépendant des autres clients. 
On considère les événements suivants: 

C1 :" En cinq minutes, un seul client se présente" ; 
C2 :" En cinq minutes, deux clients se présentent"; 


E :" En cinq minutes, un seul client achète de l'essence”. 


a: Calculer p( C1 et E ). 
b: Montrer que p(E / C2) = 0,42 et calculez p(C2 et E). 
c: En déduire la probabilité qu'en cinq minutes un seul client achète de l'essénce: 


3: Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de clients achetant de l'essenceæn cinq minutes. 


Déterminer la loi de Y 
Exercice 26 


Lors d'un examen, un questionnaire à choix multiple{Q.C.M) est utilisé. 

On s'intéresse à cinq questions de ce (Q.C.M) supposéesindépendantes. 

A chaque question sont associées quatre affirnfation, numérotées 1,2,3et4,dontune 

seule est exacte. Un candidat doit répondre à chaque question en donnant seulement le 
numéro de l'affirmation qu'il juge exactéSaréponse est correcte si l'affirmation qu'il a retenue 
est vraie, sinon sa réponse est incorrecte, 

Dans cet exercice, les probabilités demandées seront données sous forme fractionnaire. 


1: Un candidat répond àchaque question au hasard, c'est à dire qu'il considère que les quatres 
affirmations correspondantes sont équiprobables. 
a: Calculer la prébabilités des événements suivants: 
A:" Le candidatrépond correctement à la première des cinq questions"; 
B:" Le’candidat répond correctement à deux questions au moins sur les cinq questions ”. 
b: Or attribue la note 4 à toute réponse correcte et la note (-1) à toute réponse incorrecte. 
Calculer la probabilité de l'événement C:" Le candidat obtient une note au moins égale à 10 


pour l'ensemble des cinq questions." 


2: on suppose maintenant qu'un candidat connaît la réponse coreecte à deux questions et qu'il répond 
au hasard aux trois autres questions. 
Quelle est alors la probabilité de l'événement C décrit en 1:b: ? 


Exercice 27 
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On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On imagine n sacs de jetons Sa, Sz ., Sa . Au départ, le sac S, contient 2 jetons noirs et 1 blanc, et 
chacun des autres sacs contient 1 jeton noir et 1 jeton blanc. On se propose d'étudier l'évolution des 
tirages successifs d'un jeton de ces sacs, effectués de la façon suivante : 

- Première étape : on tire au hasard un jeton de S; ; 

- Deuxième étape : on place ce jeton dans S, et on tire, au hasard, un jeton de S2; 

- Troisième étape : après avoir placer dans S; le jeton sorti de S, on tire, au hasard, un jeton de S;. et 
ainsi de suite. 

Pour tout entier naturel k tel que 1< k < n, On note Fx l'événement "le jeton tiré de S est blanc" 

1: 

a) Déterminez la probabilité de E1, notée P(E1), et les probabilités conditionnelles: 


P{Be / Bi) et P(Be / Bi) 


Déduisez-en la probabilité de E;, notée P(E»). 
b) Pour tout entier k tel que 1 < k < n, la probabilité de Ex est notée pu. 
Justifiez la relation de récurrence suivante : 


L 1l 
Pri = zata 
2: Etude d'une suite (ux). 
l 
u =- et 
3 
Pour tout entier k > 1 + | 
our tout entier u =—u — 
On note (u) la suite définie par Ea ktit gok 3 


a) On considère la suite (vx) définie par, pour tout élément k de N*, vk = uk - 0,5. 
Démontrez que la suite (vx) est une süitegéométrique. 

b) Déduisez-en l'expression de ux en fofiction de k. 
Montrez que la suite (ux) est convergente et précisez sa limite. 


3: Dans cette question, on suppose que n = 10. Déterminez pour quelles valeur de k on a: 
034999 < px < 0,5 


Exercicé 28 


Dans uńe population donnée, 15 % des individus ont une maladie M. Parmi les individus atteints de 
lmaladie M, 20 % ont une maladie M, et parmi les individus non atteints de la maladie M,, 4 % ont 


lā maladie M». 


1. On prend un individu au hasard et on désigne respectivement par A et B les événements 
suivants : 
"l'individu est atteint de la maladie M," 
"l'individu est atteint de la maladie M," 


Adésigne l'événement contraire de A, Pa (B) désigne la probalité de "B sachant A" c'est à dire 
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la probalité conditionnelle de B par rapport à A. 
a: Donnez les valeurs de p(A), pA(B) et på (B) 
b: Calculez p(B NA ) et p(B NA). Déduisez-en p(B) 
c: Calculez ps(A) 
On prend 10 individus au hasard dans cette population et on désigne par X la variable 
aléatoire donnant le nombre de ceux ayant la maladie M, et la maladie M. 
a:Quelle est la loi de probabilité de X ? 
(Donnez, en fonction de k, la probailité P(X=k), où O<k<10) 
b: Déterminez la probabilité de l'événement "deux individus au plus sont atteints de la 
maladie 
M, et la maladie M," 


Dans cet exercice les résultats seront donnés sous forme décimale à 10"#frès. 
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COMPLEXE AU BAC TS: 


EXERCICE 
Dans le plan complexe, on considère les points : A d’affixe + si , B d’affixe 21, M d’affixe 
le, cl 
Z,Z #—+ —i. 
2 2 
Z-2i 
z-l-i` 


1. Déterminer et construire l’ensemble des points M tel que z’ soit réel. 
2. Déterminer et construire l’ensemble des points M tel que z’ soit imaginaire pur. 


Soit z’ = 





; : a à ; A à 37 
3. Déterminer et construire l’ensemble des points M tel qu’un argument de Z’ soit/égal à 2. 


EXERCICE 2 

Dans l’ensemble des nombres complexes, on considère l’équation : 

(E) : z3 — (6 + 4i)z? + (8 + 14i)z -12i = 0 

1. Montrer que (E) admet une unique solution réelle. 

2. résoudre (E) dans C. 

On note z; la solution réelle, z2 et z3 les deux autres solutionSavéc |z,| <|z,|. On considère les 
points Mı, M2, M3 d’affixes respectives Z1, Z2, Z3 . 

Déterminer la similitude directe de centre M2 qui transforme Mı en M3: 


Donner ses éléments caractéristiques. 
EXERCICE3 


Soit P(z) = zf — 3z? + 2- 3z41 


1. Calculer P( 1 +1). 
Comparer P(z) et P(z). 
Montrer que si Zo est racine de P alors Zo est aussi racine de P. 
; , 1 nai 
4. Montrer que si zo'est racine de P alors — est aussi racine de P. 
Zo 


5. Déterminerttoutes’les racines de P. 


EXERCICE 4 
0 désigne wf nombre réel appartenant à [0, 2 z [. 


í. Résoudre dans C l’équation d’inconnue z : z? — (2°*"! cos@)z + 2” = 0. Donner chaque 
solution sous forme trigonométrique. 
2. Le plan étant rapporté à un repère orthonormé (O, u,v ), on considère les points A et B 


dont les affixes sont les solutions de l’équation précédentes. Déterminer © de manière 
à ce que OAB soit un triangle équilatérale. 
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EXERCICE 5 


Soit zo le complexe de module 1 et d’argument z ; 


1. Montrer que zo est solution de l’équation z° — 1 =0. 
Simplifier l’écriture de : (z— 1)(1 + z + z? +z? +74). 


3. En déduire que zo est solution de l’équation : (z? + a +(Z+ r +1=0. 
Z z 


4. On suppose que Z = z + E 
Z 


Montrer que Z vérifie une équation du second degré ( E ) dont déterminera les solutions, 
5. En déduire zo puis la valeur exacte de cos z et sin z | 
EXERCICE 6 
Soit A et B les points du plan complexe d’affixes respectives : 
za=2V2-2V2i etzp=-2 +243 i. 
1. Calculer le module et un argument des complexes za et zB . 
2. Faire une figure que l’on complétera au fur et à mesure. 
3. Soit M le point du plan complexe d’affixe z = ZA + zg 

a. Quelle est la nature du quadrilatère OAMB ? 

En déduire un argument de z. 
c. Calculer/z|. 


sats ; Lo ST . 5m 
d. Déduire des questions précédentes la Valeurexacte de cos ET et sin Fa 


EXERCICE 7 


On considère la suite de nombres complexes (z,) définie par la relation de récurrence : 


nelN 
Z 
Z 15 €?z, +2 
Zo =2 
1. Ecrire sous forme algébrique z1, Z2, Z3, Z4 et Zs . 
2. On note respectivementMo, M1, M2, M3 Maet Ms les points d’affixes respectifs z1, Z2, Z3, 


z4 et zs . Placerdès points (u,),,, dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal. 


3. Soit (u,),_ la Süite complexe définie pour tout entier naturel, par Un = Zn - 1 - iV3. 


Monter que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison. 


neIN 

4. Endéduire un puis Zn en fonction de n. 

5. Montrer que les points Mı, M2, M3 Met Ms sont sur un même cercle dont on précisera le 
centre et le rayon. 


EXERCICE 8 
Soit P(z) = z? — 4z? + 8z — 8 ou z est une variable complexe. 
1. a. Calculer P(2). 
b. Résoudre alors P(z) = 0. 
2. On considère les complexes zı = 2, z2 = 1 + iV3 etz3=1-iV3. 
a. Calculer le module et un argument de chacun de ces trois complexes. 
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b. Ecrire le quotient Z3 sous la forme trigonométrique ; puis la forme algébrique. 
Z3 


3. Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormal ( O ; u;v ), on considère les points 
Mı, M? et M; d’affixes respectives z1, z2 et z3. 
a. Montrer que Mı, M2 et M3 appartiennent à un même cercle dont on précisera le 
centre et le rayon. Placer ces points. 
b. Montrer qu’il existe une rotation de centre O qui transforme M2 en M3. Donner 
une mesure, en radian, de l’angle de cette rotation. 
c. Montrer que le triangle MıM2M; est isocèle. 


EXERCICE 9 
Le plan complexe est muni du repère orthonormal direct £“ „2 Y); unité graphique 2em. 
On appelle A et B les points du plan d'affixes respectives a = 1 et b = -1. 
On considère l'application f qui, à tout point M différent du point B, d'affixé z, fait 
correspondre le point M' d'affixe z' définie par 
z—] 
z +1 
On fera une figure qui sera complétée tout au long de cet exercice: 
1. Déterminer les points invariants de f c'est-à-dire les points M tels que M = AM). 
2. a) Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de, (z' - D(z +1) = - 2. 
b) En déduire une relation entre | z'-1 | et |z +11, puis éntre arg(z'-l) et arg (z + 1), pour tout 
nombre complexe z différent de -1. 
Traduire ces deux relations en termes de distances étd'angles. 
3. Montrer que si M appartient au cercle (C) dé centre B et de rayon 2, alors M ' appartient au 
cercle (C ') de centre A et de rayon 1. 
4. Soit le point P d'affixe p=-2+;i 3 . 
a) Déterminer la forme exponentielle deèx(p + 1). 
b) Montrer que le point P appartiént#auCercle (C). 
c) Soit Q le point d'affixe q =,- P où ¥ est le conjugué de p. Montrer que les points A, P'et Q 
sont alignés. 
d) En utilisant les questiôns précédentes, proposer une construction de l'image P ' du point P 
par l'application f. 





EXERCICE 10 
Partie A 
Le plañ JP est rapporté au repère orthonormal ( O ; u:v ), (unité graphique : 2cm On 
considère les points E, F et G d’affixes respectives : 
ze WiV3 ;zr=2etzc=3+iV3. 
1. Ecrire zg , zp et zg sous forme trigonométrique. 


2. Placer les points E, F et G dans IP. 
3. montrer que le triangle EFG est équilatéral. Le tracer. 
4. 


43 


Montrer que le point I ( 2 ; LS ) est le centre du cercle & circonscrit au triangle EFG. 


Tracer C. 

Partie B 

On considère que le disque déterminé par & forme une cible décomposée en deux zones : 
= Une zone triangulaire noire nommée N. 
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= Une zone blanche nommée B. 
On suppose que la probabilité, pour un tireur d’atteindre N est 0,5 et celle de rater la cible est 


0,2. 






1. a. quelle est la probabilité d’atteindre la cible ? 
b. quelle est la probabilité d’atteindre B ? 
2. On considère un tireur qui tire deux fois sur la cible. 
S'il atteint B, il gagne 5 euros ; s’il atteint N, il gagne 2 euros 
S'il rate la cible, il doit payer 8 euros. 
Soit X la variable aléatoire qui à chaque tir associe le gain correspondant (positif ou 
négatif). 
a. Définir la loi de probabilité de X. 
b. Calculer l’espérance mathématique de X. le jeu est il équiprobable ? 
c. Calculer la valeur arrondie à 10° de l’écafttypé de X. 
EXERCICE 11 
1. Montrer que (1 + i)f = -8i. 
2. On considère l’équation (E) : z? = -8i. 
a. Déduire de 1. une solutio”i de l’équation (E). 
b. L’équation (E) possèdé uneautre solution ; écrire cette solution sous forme 
algébrique. 
3. Déduire également de L.üné&sélution de l’équation (E’) z? = -8i. 


4. On considère le pointiÆ d'affixe 21 et la rotation r de centre O et d’angle T ! 


a. Déterminer léffixe b du point B, image de A par r, ainsi l’affixe c du point C, 
imagé de,B par r. 

b. Montrer que b et c sont solution de (E’). 

c.f Montrer que l’image de C par r est A 


5. a. Däns Le plan complexe rapporté au repère orthonormal ( O ; u:v ), (unité 


graphique : 2cm), représenter les points A, B etC. 
b. Quelle est la nature du triangle ABC ? 


EXERCICE 12 

Le plan IP est rapporté au repère orthonormal ( O ; u;v ), (unité graphique : 2cm) 

On considère la transformation F du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, 

associe le point M” d’affixe z’ tel que z’ = (1 + 1)z + 2. 

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de F. 

2. Soit A le point d’affixe -2 + 21. Déterminer les affixes des points A’ et B vérifiant 
respectivement : A’ = F(A) et F(B) = A. 

3. Soit wl’affixe du point invariant Q par F 
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1 


Z-Z 


a. établir que pour tout complexe z distinct de œ, —— = -i 
© -Z 
Soit M un point distinct de déterminer la nature du triangle Q MM’. 
4. a. Donner la nature et les éléments caractéristiques de l’ensemble F des points du 


plan dont l’affixe z vérifie Iz+2-2il = 4/2. Vérifier que B est un point de T. 


c. Déterminer la nature et les élément caractéristiques de T’ l’image de T par F. 


EXERCICE 13 
Soit f l’application de E= C- {-i} dans C définie par z> f(z) = 7 
z+i 
Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormal 
(O; u;v ) on note M le point d’affixe z. 
1. Déterminer les coordonnées du point B dont l’affixe zo est telle que f(zoŸ=1 #21. 
2. Soi z un élément de E. On note r le module de z + i et une mesure dẹ son argument. 
Exprimer la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et de æ. 
3. Soit À point d’affixe —i . 
a. Déterminer l’ensemble & des points M vérifiant F2) Ai 24/2 et l’ensemble A des 


points M tel que T soit une mesure de l’arguntent de f(z) — 1. 


b. Montrer que B appartient à Ü et à A et construire Cet A. 


EXERCICE 14 


; Sao LT tite , se 
Soit œ un nombre réel appartenant à ]- à ; 5 [. On considère l’ équation d’inconnue complexe 


z: (© (1 #iz) -itana ) = (1 iz) (1+ itan ©). 
1. Soit z une solution de (E). 
a. montrer que |1 +iz|=|1 €. 
En déduire que z estréel: 


f 1+ itan f i 
2; a. Exprimer — -~~ en fonction de e”. 


le itan g 
l ; ; T T 
b. Soit z uñ nombre réel ; on pose z = tany où ye]- > A 5 [. 


Ecrire l’équatiomsportant sur w traduisant (E) et la résoudre. 
ca Déterminer les solutions Z1,z2, et z3 de (E). 


EXERCICE 15 
Dañs l’ensemble des nombres complexes, on considère l’équation : 
(E) : 27 + (1- 897? - (23+ 4i)z -3 +24i = 0 
1. a. Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure et la déterminer ; 
b. Achever la résolution de l’équation (E) . 
2. Dans le plan rapporté à un repère orthonormal directe, représenter les point A , B et C 
d’affixes respectives 1 + 21, 31, -2 + 31. 
Soit G le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 2, -2, 1. 


— — 


Déterminer puis écrire sous la forme trigonométrique les affixes des vecteurs GA, GB,GC. 


Montrer qu’elles forment une suite géométrique dont on déterminera la raison complexe. 
En déduire qu’il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C. Donner les 
éléments caractéristiques de cette similitude. 
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EXERCICE 16 
Soient dans le plan complexe, trois points A, B, C d’affixes a, b, c non nulles et trois points P, 
Q, R d’affixes respectives : p = ml E l fl 
; pectives : p = q= r= 
a b c 
1. Soit H le point défini par : OH=OP+O0O+OR 
a. Montrer que H est l’orthocentre du triangle PQR. 
b. Montrer que le triangle PQR est équilatéral si et seulement si l’on a : 
p+q+r=0 
2. On suppose dans cette question p + q + r =0 
a. Soit z un nombre complexe. Comparer les réels Sı et S2 : 


z-a|+|z-b|+|z -c| S2= |p(z-a)+q(z -b)+ r(z-c)| 





S1 = 





En déduire que, pour tout z, on a : |z- a|+|z — b|+|z — cl 2|a|+ lb|+ [el 


b. Montrer qu’il existe un point M du plan tel que MA + MB+ MC soit minimal 


EXERCICE 17 


Dans un plan complexe orienté on désigne par A, B, C trois points d’affixes respectives a, b, c 
.27 


soit j le nombre complexe e>., 
1. Soit R la rotation de centre C et d’angle K Démontrer que quel que soit le point M 


d’affixe z, son image R(M) a pour affixek-j?z -je. 

2. Déduisez- en que , pour que le triangle ABC soit équilatéral il faut et suffit que l’on 
ait : a +bj + cj? =0 ou a +bj# cj=0 

3. Déterminer z pour que le trfanglé dont les sommets ont pour affixes respectives i, z, 
iz soit un triangle équilatéral. 


EXERCICE 18 
Soit f,= Az+i, A eC€E "= f,(2); F, : MG) =M’ (z’) 
1. déterminef la nature de F, , suivant les valeurs de 4. 
2. Soit 5, læasdite : IN >C, n} Zn définie par : Zo=0 ; V neIN, Zn = f; (Zn). 
a. #Calculer zn en fonction de À ; étudier en particulier les cas À =1 ; À=-1. 
b. Préciser une condition portant sur À, pour que S, soit périodique. Préciser 
la période. 
c. Démontrer : 
V ne IN, Zn+2= (1+ À )Zn+1 = À Zn 
Démontrer que toute suite complexe définie par : Zo = 0, z1=1, et V neIN, Zn+2= (1+ À )Zn1 - 
AZn, est S. 


3. Soit r et réels, r> 0, 0 < 0< Se u le complexe de module r et d’argument 0. Soit 


dans IP la suite de points (Ah ) telle que Ao = O ; Aı a pour affixe i ; pout tout n de 
IN, An est l’image de An+ı par la similitude de centre An et rapport r, d’angle @. 
Soit Z» l’affixe de An . Ecrire une relation entre Zn, Zn+1 €t Zn+2. 
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Démontrer que An2 est l’image de An par une similitude S indépendante de n ; préciser les 
élément de S. 
4. Préciser S lorsque r = 2cos 4. Dans ce cas la suite A, peut elle être périodique ? 


. Préciser les éléments de S. Démontrer que tous les points An sont 





5. soit r = 
cos 


sur l’une ou l’autre de deux droites orthogonales, et que les vecteurs 


> 


A, A, et A 





A. sont orthogonaux. Représenter les points Ao à As pour 0=7 
EXERCICE 19 
Le plan est rapporté à un repére orthonormé direct (O su, V ) (unité graphique :1cm) 
Partie A 
Dans le repère (O ;u, v ), on considère la courbe č d’équation : y? — x? 216. 
1. Montrer que ¢ est la réunion de deux courbes Yet Y’ ou Y, ést la courbe 


représentative de la fonction définie sur IR par f(x) = Vx2+16 et où Y’ est 
l’image de Ÿ par une transformation simple que l’on précisera. 

2. Etudier la fonction f ( limites aux bornes de Df et sens deWäariation). 

3. a. Montrer que la droite d’équation y = x est une.aSymptote de Y. 
b. Tracer & dans le repère (O UV ). 

4. On nomme A et B les points de la courbe d’abscisse respectives -3 et 3. On 
considère le domaine D du plan constitué des points M(x ;y) vérifiant : 


-3<x<3etVx° +16<y<S. 


Hachurer le domaine D et exprimer l’aire dé D à l’aide d’une intégrale que l’on ne cherchera 
pas à calculer. 
Partie B 


On appelle r la rotation defceñtre O et d’angle = 


1. a. Donner l’écriturè Complexe de r. 
b. On désigne par x’ et y#lesicoordonnées du point M’ image du point M(x ;y) du plan. 


ee x + y) 

Vérifier que (2 
Je (x + y) 

V2 


Déterminer les coordonnées des points A’ et B’, images respectives de A et B par la rotation r. 
Placer lés points A’ et B’ dans le repère (O ;u,v ). 
2. Soit & ” l’hyperbole d’équation xy = 8. 
a. Tracer ¢ °’ dans le repère (O „u,v je 
b. Montrer que & ” est l’image de & par la rotation r 
3. Soit D’ l’image de D par la rotation r. on admet que D’ est l’ensemble des points 
M(x ;y) du plan vérifiant : V2 < x< W2 et de y <52 - x. 
x 
a. Hachurer D’. 


b. Calculer l’aire de D’, exprimée en cm°. En déduire une valeur approchée à 
10° prés de Paire de D. 
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EXERCICE 20 
Soit IP plan affine rapporté au repère orthonormé (O, i j ) et IP* le plan IP privé du point O. 


1 

soit f : C* —>C*, Z > — ; f(z) = 7’. soit F : IP* > IP*, MG) œ> M(z’). 
Z 

Partie A 


1. soitz #0,r=|z 





1 _ 
, 0 = Argz. Démontrer : z? = —-(cos20 -isin20). 
r 


2. a. f est —elle surjective ? injective ? 
b. Etudier l’équation : f(z) = z. 
c. Représenter les points invariants par F.. 
3. pour |z| = 1, construire l’image par F d’un point M(z). pour z 
points M(z) d'image M’ (z’) par F. 
4. Soit D une demi-droite d’origine O ; D* désigne D privééde O. Construire l’image 
par F de D*. Construire l’image par F d’une droite pagsant par O, privée de O. 
5. Soit A une droite passant par O ; A * désigne A privéefde O. Déterùminer 
l’ensemble des points M tels que F(M) € A * 
Partie B Soit T l’ensemble des points de IP* d’affixe 12% -2cos? 0 - 2isin @ cos 0, 
m 3m 
— <0<—. 
2 2 
1. Démontrer que T est inclus dans un cerelepassant par O . 
2. Préciser, en fonction de 0, le moduléet un argument de z, affixe d’un point M de T. 
Exprimer, en fonction de tg 0 , les coordonnées (x° ;y’) de M’ = F(M). En déduire 
l’équation et la nature de T °= F(T ). Vérifier que les points I et J de T , d’argument respectifs 


27 mT ; ; : 
Es et FA sont sur [Į °’. Expliquef ce résultat. Construire T’. 





f représenter les 
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Logarithme neperien (In) 
exericel 





I) Résoudre dans R les équations suivantes : 


1) In(x+e)=2 2) In(x+1)+In(x+2)=In(x+11) 
3) 21n°(x)—9ln/(x)-2In(x)+9=0 4) In(2x+8)-In(3x+2)=In(x+1) 
5) In(x?-x-1) 6) In(x+3)-In(x-5)=In15 

7) In V2x-3=In(6-x)-5inx 8) In[2x-5|-In[2x+2|=In[x+1l 
9) In?x-7Inx+6=0 10) In(x+2)+In(x-2)=In5+21n3 
11) logx+log(3 - x) = log5 12) log, VE + à + logol4x + 15) = 0 


II) Résoudre dans R les inéquations suivantes : 
1) Inx+In(x+2)>In(x?-2x+2) 2) In(2-x)+1n(x +4) >In(3x#0) 
3) In(In x)) > 0 4) In/x-3Inx-4<0 
5) (1-Inx)(2+1nx) <0 6) In(x?—10x+9) > M(8x- 27) 


III) Résoudre dans IR? les systèmes suivants : 


2In(x-2)+Iny=1 P In(x) + In y? £ 4 6) xy = 243 | 

5in(x-2)+31ny = 4 In?(x) Alx = -5 5log,y+3log,x= 7 
2) x? +y? = 29 7 2**1_31log, y =-11 

In(x)+1ny =In10 2**2 47 log, y = 43 

X+y=25 A x+y =7 

ln(x)+lny = 2ln12 log x + logy = 1 


Exercice 2 


Étudier et représenter gräphiquement les fonctions suivantes : 


1) f(x)=In(x?-2#+1) 2) f(x)=In(x+ Vx2+1) 3) f(x)=In(x+ Vx2-1) 


4) In x +l 











A 5) In(Inx) 6) f(x) = —— +nh-1l 


ExerCice 3 


piis ; ne g(x) = x(1-Inx)? si x>0 
Or considère la fonction g définie par : 


g(0)=0 
On désigne par (@) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (O, i, Ñ. 


1) a) Étudier la continuité et la dérivabilité de gsur son ensemble de définition. 
b) Étudier les variations de g puis tracer la courbe(@). 
2 a) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (6) et de la 


droite (A) : y = x. 
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b) Pour quelles valeurs de m la droite (A,,) : y = mx recoupe-t-elle (£) en deux points 


et autres que le point 0. 
c) La droite (A,,) coupe la droite (D): x = e en P .Montrer que OM} OM, = OP}. 


3) a) Montrer que la restriction h de la fonction gà [e;+o[ admet une bijection réci- 


proque À dont on précisera l’ensemble de définition. 

b) Sur ensemble h™! est-elle dérivable ? Calculer h(e?) puis (h7!) (e°). 

c) Tracer la courbe (6-1) dans le même repère. 

Exercice 4 
I) Soit g la fonction définie sur ]0;+co[ par : g(x) = 1+x+Inx. 

1) Dresser le tableau de variation de g. 

2) Montrer qu’il existe un unique réel a €]0;+c|[ solution de Féquation g(x) = 0. 
Vérifier que «a €]0,2; 0,3. 

3) En déduire le signe de g sur ]0;+o0[. 

4) Établir la relation In(a) =-1-a 


l 
II) On considère la fonction f définie ]0;+co[ par: f(x) = - 2 





1) Montrer que f est continue en 0 puis&ùr 0; +co|. 


2) Déterminer la limite de f en +coeet en 0”. 


g(x) 


+ Z En déduire le 
x 





3) Montrer que, quel que soit x élément de ]0;+o0[ , f(x) = 
signe de f'(x) sur ]0;+cof. 

4) Montrer que f (a) = £a. 

5) Dresser le tabledu dè variations de la fonction f. 


EX 


6) Représenter la courbe de f dans le plan muni du repère orthonormal (O, i, j). 
Unité graphique : 5 cm. Prendre a ~ 0,3. 
7) a) Montrer que , pour tout n € N, l'équation f(x) = n admet une solution unique 
U, e]a;+co 
b} Montrer que pour tout n € N, f(e”) < n .En déduire que U, > e” et déterminer 


la limite de (U,). 


U 
c) Montrer que Info) = Č. En Déduire la limite de la suite | — puis celle de 
e” U, U, 
Ur 
(an 


Soit f la fonction définie par : 


Exercice 5 


f()=x-1+> si xeļ-o;1] 


f(x)=1-(Inx)? si xell;+oo[ 
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FR 
1 


On désigne par sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 
1) a) Déterminer l'ensemble de définition D}; de f. 
b) Étudier la continuité et la dérivabilité de f en 1. 
2) a) Montrer que la courbe (6r) admet en -œ une asymptote oblique (D) dont on 
précisera l’équation. 
b) Étudier la position relative de (Er) par rapport à (D) sur l'intervalle ] -co;1]. 
3) Calculer f'(x) sur chaque intervalle où f puis établir le tableau de variation desf. 
4) Démontrer que le point I(e; 0) est un point d’inflexion pour la courbe (€)! 
5) Tracer (6+) et la droite (D). 
6) Soit g la restriction de f à l'intervalle ]1;+co|; 
a) Montrer que g est une bijection de ]1;+oco[ vers un intervalle J à préciser. 
b) g ! est-elle dérivable sur J ? Calculer fe ] (0). 


c) Tracer (6-1) dans ce même repère. 


Exercice 6 
f(x) = xln”(x) si x>0 


FO) = 0 
On note 6, sa courbe représentative dans ur repère orthonormé (O, i, j).(Unité =5 cm) 


Soit n € N et f, la fonction définie sur R* par : 


1) Étudier les variations de fı et tracer (@). 

2) Étudier les variations de f, pounn € N. 

3) Démontrer que toutes le§ courbes (&,) passent par trois points fixes. 
) 


4) Étudier les positions felatives de (&,) et (@,,1) sur l'intervalle ]1;+ol. 


” Exercice 7 
1 2 
A-) O idère la fóncti défini 0; =l (1 5) = 
) On considère la fénction g définie sur ]0;+co[ par g(x) =In|1 + Sl #23 
1-) a-MCalculer g'(x) puis montrer que pour toute]0;+co[ , g'(x) nl 
-) a-MCalculer g'(x) puis > TOO! , = ° 
g'(x) p que p 8 x(x2 +1)? 


b-) Étudier le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 
2} Déterminer les limites de g(x) en +co et en 0*. 
3) a) Établir le tableau de variation de g . 


b) En déduire qu’il existe un unique réel a > 0 tel que g(a) = 0. 
Vérifier 0,5 < a < 0,6. 


4) Déduire des questions précédentes le signe g(x) sur ]0;+col. 

xIn(1 + à) si x>0 
x 

f(0)=0 


On note (p) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (unité 5 cm) 


B-) On considère la fonction f définie sur |0;+co| : 
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1) a) Montrer que pour tout x €]0;+œ| f'(x) = g(x). 
b) En déduire les variations de f sur ]0;+cof. 


2) Calculer lim xf (x). En déduire que lim f(x)=0. 
X—+00 x 


i 
3) a) Montrer lim n(1+5)=0 

a) Montrer que lim x z7) =0. 

b) Étudier la dérivabilité de f en 0. Préciser la tangente à la courbe (&;)x=0. 
4) a) Prouver que pour tout x € [0,5;a], 0 < f'(x) < f’(0,5). 

b) En déduire que pour x € [0,5;a], 0 < f(a)- f (0,5) < (a - 0,5)f (0,5); 

1 
puis 0 < f(a) -— f (0,5) < 157 (0.5) 
c) En déduire une valeur approchée de f (œ) à 107°. 


5) Dresser le tableau de variation de f puis tracer la courbe (&f): 


Exercice 8 





Soit f la fonction définie par f(x) = 5 +In Z 


> E 
tive dans un repère orthonormé (O, i, j) ( unité 2 cm ) 


i | et désigne pâr (GF) sa courbe représenta- 


1-) Déterminer l’ensemble de définition de f puis£aleüler les limites aux bornes. 

2-) Étudier les variations de f et dresser le tableau de variation de f. 

3-) Montrer que la droite (A) : y = 5 estne asymptote à (@G;) puis préciser la position 
relative de (6) par rapport à (A). 

4-) Montrer que le point I (o-:) est un centre de symétrie de (67). 

5-) Déterminer une équationdefla tangente en I à (6;) 

6-) Construire la courbe@ A, 


9 
Te 
20 


AlN 


7-) Montrer que l’équation f (x) = 0 admet une unique solution a et que 


Exercice 9 
f(x)=xlnx si x>0 


f(0)=0 


Soit f la fonction définie de [0;+co[ vers R par : 


I-Y1-) Étudier les variations de f puis tracer sa courbe représentative. 


1 
2-) Démontrer qu’il existe un unique a €]l;e| réel tel que : f(a) = — Donner une 
e 


valeur approchée de a à 0,01 près. 
II-) Soit (U,) la suite définie par : Uo €]0;+co et U„+1 = f (Un) pour tout n € N 
1-) Déterminer U, pour que la suite (U,) soit constante. 
1 
2-) On choisit U, € le: = Démontrer que : 
1 
a-) VneN,0<U,<=; 


b-) la suite (U,,) est strictement croissante sur N; 
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1 
c-) (U„) converge vers 
3-) On choisit : U„ > e. Démontrer que : 
a 


b 


-) la suite (U„) est strictement croissante; 
-) Yx €ļe;+o[ , f'(x) > 2 

c-) YneN; U,-U,>2(U,-U,_:) 

d-) YneN; U,-U, > 2"(U; - Uo) En déduire la limite de la suite (U,„) 
Exercice 10 


- On désigne par Øh la courbe 


Soit m un réel strictement positif et f(x) = In(mx) + j 
nx 
> 2 


représentative de f,, dans un repère orthonormé (O,i,j) 
1-) a-) Étudier l’ensemble de définition de f,, et étudier les branchélinfinies de 6, 


b-) Déterminer la dérivée de f,, et démontrer que l’ensemble.des extremums de lorsque 


m décrit, est la courbe (T) d’équation y = 21In(x|In xl) 
c-) Étudier la fonction h(x) = 21n(x|In x|) et tracer (l') 


Dans la suite du problème on suppose m = 1. 
2-) a-) Étudier la fonction f, et tracer €, 


b-) On désigne par g la restriction defi à fé; +co[. Démontrer que g admet une fonc- 
tion réciproque g`! dont on précisera l’ensemble de définition. Tracer la courbe 


deg! 


3-) a-) Démontrer que (C) éyadmet' un point d’inflexion dont l’abscisse a est solution de 


l'équation : (In x)? Anx 2 = 0 
b-) Déterminer unéwaleur approchée de a à 107? près. 


Exercice 11 


A) On céhsidère pour tout entier strictement positif n la fonction f, définie par : f,(x) = 


3 


1 
a e ++ xt +Infx-1|. 
n 


2. 
PER PREY. 
Le’ plan affine euclidien est muni d’un repère orthonormé direct (O;1;j) (unité gra- 


phique 2 cm). On note 6, la courbe représentative de f, dans ce repère. 
1) a) Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition 


b) Étudier les branches infinies de €, . (On distinguera les cas n = 1, n impair 


différent de 1 et n pair) 


x" 





2) a) Montrer que f, est dérivable sur R\{1} et que pour tout n + 1 ,f,(x) = z] 


b) Étudier le sens de variation de f, et dresser le tableau de variation de f, (On 


distinguera les cas n impair et n pair). 
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3) a) Calculer la dérivée seconde de fy. 
Étudier l’ensemble des points d’inflexion de la courbe &, . (On distinguera les 
casn=1,nimpair différent de 1 et n pair). 


b) Pour tout entier naturel supérieur ou égal à 2 , on note T, la tangente à €, au 





point d'abscisse — 
Tracer les courbes 6 et €; ainsi que les tangentes T, et T3. 

4) a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un unique réel £, tel 
que falan) = 0. 


b) Vérifier que pour tout entier n > 1 on a: 


1 1 
fa-1(&n) = -aj et — -aj < fan) 
n n 


En déduire que la suite (a,)est strictement monotone et convergente . 
c) Démontrer que pour tout entier naturel non nul fp onħa : 


1 
p+l <In(p +1) An(p}< 


DS |= 


PR 1 1 
Vérifier alors que 1+ 5+3 +: + 24003 7 0 
ń 


1 
d) En déduire que : a, < 1 + a Galculér alors la limite de la suite («,). 


xX A 
B) 1) Montrer que: Vx<1,f,(x)= f 7 
ide 


X 4" 


dt. 








piret > 1, fa) = | 


giel 
0 

2) En déduire que : Yn E N* Y| fa(—1)| < f 
-1 


3) Déterminer la limite de la suite (V,),:0 définie par : 


(-t)"dt; calculer alors lim f(-1). 
h—+00 


1 (—1)#+1 
stp 
3 n 





Exercice 12 PartieA 


où 











a, |x- 
Soit fa lafonction numérique de la variable réelle x définie par : f,(x) = x +1 + 5 In RE 


a est ún réel non nul. On note 6; la courbe représentative de f, dans le repère orthonormé 
R 


(O, ij) (änité=1 cm). 
1) Déterminer l’ensemble de définition Df, de f, puis calculer les limites de f, à ses 
bornes. 


2) a) Prouver que toutes les courbes €, passent par un même point fixe I dont on dé- 


terminera les coordonnées. 
b) Démontrer que le point I est centre de symétrie de toutes les courbes . 6; 
3) Déterminer les asymptotes de 6; puis étudier les positions relatives de €, par rapport 


à son asymptote oblique A. 
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4) Vérifier que f, est dérivable dans Df; et calculer f? pour tout 
5) Soit g, le trinôme défini pour tout réel x par :g,=x?+a-1 
a) Résoudre, suivant les valeurs de a , l'équation g,(x) = 0 
b) Dans le cas où l’équation g,(x) = 0 admet deux solutions réelles distinctes, on note 
xı la solution strictement positive. 


Déterminer en fonction de a le signe de 1 - x; . 
c) Étudier suivants les valeurs sur paramètre réel strictement négatif, les variations 
de fa. 
6) Tracer la courbe 6; dans le repère 
Partie B 
Soit b un élément de R\{-1} et p, l'application du plan dans lui-même qui à tout point 
M(x;y) d’affixe z associe le point M’(x’;y’) d’affixe z’ tel que : 
2e I —b+i(1+b)]z+ I +b]z+ i(L b) 
où Z est le conjugué de z. 
1) a) Écrire x’ et y’ en fonction de x, y et b. 
b) Démontrer que l’ensemble des points inväriants par p, est la droite (A) d’équation 
y=x+1. 
c) Démontrer que si M n’est pas unfpoint de (A) alors la droite est (MM) parallèle à 
une direction fixe . 
d) Soit M, le point de (A) ayantmême abscisse que M. 
Exprimer le vecteur MQMen fonction MM f 
2) a) Démontrer que pountoût b € R\{-1} et tout a € R* ,pp( 6n) = (Cab) - 


b) En déduire une onstruction géométrique simple de (& 3) point par point à partir 
de (61) dâns le repère. 
Partie C 
Soit À un réel tel que 0 < À < 1 et A(À) laire du domaine délimité par (63) , (G,:2) et les 


droites d'équation x = 0 et x = À dans le repère R. 


1-) En utilisant une intégration par parties, calculer A(À) puis déterminer nim A(A). 





2 
2-) On considère la fonction h définie pour tout élément de [0;1[ par h(x) = -In (1 +: Z) 


i 
> 1x 
et la suite (s,),-w- de terme général s„ = —— > (2) 
ns \n 
a-) Déterminer le sens de variation de h sur [0;1] puis prouver que pour tout entier 


naturel p vérifiant: 0<p<n-20ona: 


p+l 


M) Je ns iaf) 


n 
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b-) En déduire que : 


et 





1 1\ 1 1 
a eaaa E ie 
n n n n 


c-) Déduire de 1-) que lim Sn = M4. 
n—>+oo0o 


Exercice 14 
T T 


Soit x un réel donné de |-3; F 


; on pose pour tout entier naturel (n;n + 1); 
S (x) = In(2 cos Ž 1)+In(2cos À —1)+:..+In(2cos i —1) 
DES 3 32 3r 
1) Vérifier que pour tout (n;n + 1), 2cos £ -1 > 0. En déduire lagSuite (S,(x)) est donc 
bien définie. 
2) Montrer que pour tout réel p; cos 3ọ = (2cos 2ọ — 1)cosfg. 


Déduisez en que S,(x) = In(cos Z) —In(cos > Déterminer la limite notée S(x), de la 
suite (S,). | 


Exercice 15 


1) Déterminer les primitives des fonctionsisuri 














1 TT x+3 
= I =]0; — b = I=l0; 
a) = 1-05 | s) = 1=]0;+o] 
l 
c) fa) = = I =]0;+oo[ d) u(x) = tanx T =]0; ŽI 
sin X + cosx T 
= — ak- 0y- 
IIN sin x — COS X l 2 
2) Déterminer troisfnombres réels a , b et c tel E S = A+ d y 
f ns ~ (x+1) x+1 (x+1)2 
I =]-1;0|. 
Déduisez-emune primitive de f sur I =]-1;co 


Problème 1 


On se propose ď’étudier la fonction numérique f définie sur ]0;+oo| : 


1 1+1 
f(x)=3%+1+ ee” 





Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O; 1: ñ. Unité 2 cm on désigne par (C) la 
courbe représentative de f dans ce repère. 
Partie : A On considère la fonction g définie sur ]0; +c0 par g(x) = x? — 21n x 
1. Étudier le sens de variation de g.(Les limites de g en zéro et en plus l'infini ne sont 


pas demandées). 
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2 


. En déduire le signe de g sur ]0;+co[ . ( On ne demande pas pas de construire la 


courbe représentative de g). 


Partie: B 1. Calculer la limite de f en zéro, quelle est la conséquence graphique de ce 


2 


3. 


OT 


© 


résultat? 
. Calculer la limite de f en plus l'infini. 
a. Montrer que : Y x €]0;+oo[ ; f'(x) = so 
x 


b. En déduire le sens de variation de f (on utilisera les résultats de la partie'A). 

. Montrer que la droite (D) d’équation y = ix + 1 est asymptote à (C);æ@tudier la 
position de (C) par rapport (D). 

. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique xosùr]0; +| et que 
x, est un réel de l'intervalle ]0.2;0.3[. Interpréter graphiquement ce résultat. 

. Construire la courbe (C) et la droite (D). 

a. Donner une primitive sur ]0;+c{ de la fonction hidéfinie sur ]0;+co[ par: 


ii 
h(x) = = + A 
xX, X 


b. Calculer, en cm?, l'aire ® de la partié dù plan comprise entre la courbe (C), la 
1 


droite (D) et les droites d’équatiðns: x = — et x = e 
e 


Problème 2 


Soit f la fonction numérique définie dë R dans R par : 


wW N me 


0 P si x<0 


xInx-x si x>0 


. Préciser l’ensemble de définition E. 
. ÉtudierleSâriations de f sur son ensemble de définition E. 


. On désigne par (C), la courbe de f dans le plan rapporté à un repère orthonormé 


(O i Ñ. 
d. Étudier les branches infinies de (C). 


b. Tracer une équation cartésienne de la droite (T) tangent à (C) en son point 


d’abscisse x = —2 
c. Calculer f (2) et f (3). 
Tracer (C) et (T) dans le même repère. 


On désigne par t tout réel appartenant à l'intervalle ]0;2] et par A(t) la somme des 


intégrales définies par : 


-2 2 
awf, fidx+ Í -f (x)dx 
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a. Que représente le réel A(t)? 
b. Calculer A(t) et la limite de A(t) quand t — 0 
B) La fonction g est la restriction de f sur l’intervalle ]1;+oco[ 
1. Montrer que g est une bijection . 
2. Donner l’ensemble de départ et l’ensemble d’arrivé de g”!, la bijection réciproque 
de g. 
3. Tracer dans le même repère de (C). la courbe (T) de g”!. En déduire le tableau de 


variation de g”!. La fonction g ! est-elle dérivable en -1 ? 


Us = 0 
C) On pose : 
U, = In(i-U,;) nER 


1. Calculer U} et U, 
2. Exprimer U,_; en fonction de U, 


3. Soit V, =(-1+U,,,)e°" 1 n eN. Montrer que la suite (V,) est une suite géomé- 


trique dont-on précisera le premier terme et la raison . 
4. Soit P; = Vo. Vi. V2 oeda Va 
a. Calculer P, en fonction de n. 


b. En déduire lim P, 


n—+00 


Problème 3 
On considère la fonction numériqué f de la variable réelle x définie par : 
f(x) = (xlnx)? 


et on note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repère orthonormé (0 T; 
R 


j) : Unité graphique em. 
Partie A 


1. Déterminer l’ensemble de définition E de f. 


2. Étüdier les limites aux bornes de E. En déduire le prolongement par continuité de f 


au point 0. Préciser la demi-tangente à la courbe (C;) en ce point. (Pour le calcul de 


lim 1 : on pourra poser x = Vt) 


x—0 


3. Étudier les variations de f sur E. (On dressera le tableau de variation de f) 
Partie B 


1. Soit g la restriction de f à l'intervalle I = [1;+cof. 


a. Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle J à préciser. 
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b. Dresser le tableau de variation de g”!. Sans explicité g calculer g !(e?). 
2. Étudier les branches infinies de la courbe (Cf) en +00 


R 


3. Construire les courbes (Cp) et (C,-1) dans le repère (0; Î; j); (C1) est la courbe re- 


présentative de la fonction g`™!. 


4. A l’aide d’une intégration par parties, Déterminer laire A de la partie du plan com- 


prise entre la courbe (C+), l’axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 et x = 1 
Problème 4 


A) On considère la fonction numérique de la variable réelle x définie telle que. 


2x+xlnx? si x+0 
f(x) = | 
0 si x=0 


Ln désigne le logarithme népérien et (C) la courbe représentative de f dans le plan 


muni d’un repère orthonormé (0 J; j) : Unité graphique cm. 
1. Déterminer l’ensemble de définition de f. 

2. Étudier la continuité de f en x = 0. 

3. Étudier la dérivabilité de f en x = 0. 

4 


. Déterminer les trois points d’intetsection de la courbe (C) avec l’axe des abscisses. 


Vérifier que f est impaire. 


pı 


Étudier les variations def Pùis Construire (C). 


6. Calculer l’aire du domaine plan délimité par la courbe (C), l’axe (Ox)des abscisses 


et les droites d'équations x=0 et x = —. 
e 





zt) 
x-1 
1. Déterninerd’ensemble de définition de g. 


B) Soit la fonction‘gdéfinie par : g(x) = in 


2. Étudier l'es variations de g.( dresser le tableau de variation de f) 
34 Soith la restriction de f à l'intervalle I =]-co;-1{. 


a. Montrer que h admet une fonction réciproque h™! dont on dressera le tableau 


de variations. 
1 
b. Sans explicité h`}, calculer (1Y {n(5) 
c. Expliciter h`! 
d. Résoudre dans R l’inéquation g(x) > 0. 
Problème 5 
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f (x) = ET 
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ai 


2: 
3: 
4 


. 


OT 


. 


© 


II/ 


Déterminer l’ensemble de définition E f de f. 
Montrer que f est continue et dérivable sur Eş 
Étudier les variations de f. 
Étudier les branches infinies. 
R 


Tracer la courbe (C) représentative de f dans le repère (0; Î; j). Unité graphique 2 cm 


Soit g la fonction numérique définie de R dans R par : 
g(x) =In|1 -Inx| 


a. Déterminer l’ensemble de définition E de g. 


b. Étudier les variations de g. 


> > 


c. Tracer la courbe (C’) représentative de f dans le repère (0; ù; j). Unité graphique 2 


cm 


. Soit À un réel tel que 1 < À < e. On note A(1) l'aire enfem®de la région du plan limitée 


par la courbe (C) et les droites d'équations : x = 1 kw A et y =0 
a. Calculer A(1) 
b. Déterminer À tel que A(À) =In 16 


Problème 6 
Soit g la fonction numériquedéfinie par : 
g(x)=1-x?-In[x| 


1. a. Calculer 941) et g(—-1) 
b. Moñtrerque pour tout x de l’ensemble de définition de g : g(x) — g(—x) = 0 
cAEn déduire une propriété de g. 

2Étudier les variations de g. 

39 Déduire de cette étude le signe de g pour tout x appartenant à l’ensemble de 
définition de g. 

Soit la fonction numérique f de R dans R définie par : 


l 
fa)=x+e+ TM 


(e représente la base du logarithme népérien) 
1. Préciser l’ensemble de définition de f. 


2. Déduire de la partie I) les variations de f. 
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3. Montrer que la courbe représentative (C) de f admet une asymptote oblique (A) 
que l’on déterminera par le calcul. Étudier la position de (C) par rapport à (A) 
suivant les valeurs de x. Montrer que (C) admet un centre de symétrie que l’on 


précisera. 


4. Déterminer les points de(C) où la tangente est parallèle à (A). On appellera a celui 
dont l’abscisse est positive. Déterminer une équation de la tangente à (C) au point 
A. 


5. Démontrer que l'équation — = —x + e admet deux racines réelles x; etéxXftavec 


In |x| 
x 
xı < X2 que l’on comparera aux nombres 0 : 0.5:1:3: 4. 


6. Construire avec soin la droite (A) la courbe (C) et la tangente en Afdansfun repère 
R 


Ed eZ 
orthonormé (O;i; j). On prendra 2 cm comme unité de longueüñsur chaque axe. 


III/ 1. On appelle h la restriction de f à ]0;1]. Montrer que h est une bijection de ]0;1] 


sur un intervalle I que l’on précisera. 
2. Construire la courbe (C’) de k ! sur le même graphique (C). 


3. Sur quelle partie de son ensemble de définitiolafonction h™! est-elle dérivable. 


1 1 
Calculer 4 et (h7! (©) 
4. Calculer en cm?, laire de la partie duflan définie par par les inégalités. 


IK Xx<2 
0<y< f(x) 


On donne ln 2 = 0.7; In 5*= 1.6; In3 = 1.1 


Problème 6 


DR 


Le plan (P) est rapporté àn repère orthonormé (O; ï; j). unité graphique 2 cm. On consi- 


dère la fonction f définiefpar : f(x) = Inx — a on désigne par In la fonction logarithme 
x 


FR 


népérien, et (C) laourbe de f dans le repère (O; 1: j). 
A) 1. Préciser l’ensemble de définition Eş de f. 
2. Étudier les limites aux bornes de Eş. 
3f Déterminer la fonction dérivée f'(x). 
B) Soit la fonction g telle que : g(x) = x? -1 +2lnx 
1. Calculer g(1) 
2. a. Étudier les variations de g 
b. En déduire le signe de g(x) 
c. Dresser le tableau de variation de f. 
3. On pose h(x) = lnx et on désigne par (T) la courbe de fonction h dans le même 


repère que (C) de f. 
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a. Étudier la position relative des courbes (C) et (T). 
b. Montrer que les courbes (C) et (T) sont asymptotiques. 


4. Tracer les courbes (T) et (C) dans le même repère orthonormé.On précisera les 


tangentes à (T) et (C) au point d’abscisse x = 1 
Problème 7 


Pour n entier naturel non nul on définie sur [0;+0c la fonction numérique f, par : 


ne x"(2Inx-1) si xel0;+ool 
fn(0) = 0 


On désigne par ( G) la courbe représentative de la fonction f, dans le plan (P) rapporté à 


un repère orthonormé (O; ï': j). Unité 4 cm. 


Partie A 


On pose n=1 
1. a. Étudier la continuité et la dérivabilité de fien 0 
b. Étudier le sens variation de fı. (On dressera le‘tableau de variations ). 
c. Étudier la limite de fı en +c 
d. Préciser la tangente à ( E) au põint 0. 
2. Soit un point M, d’abscisse xwstrictement positive de la courbe ( a 


a. Montrer que la tangente en M, à ( ) coupe l’axe des ordonnées en un point To 


dont on donnera les Coordonnées. 
b. En déduire unefConstruction simple de la tangente à ( F) en Mo 
3. On désigne par À le'point de ( ) d’ordonnée nulle autre que 0. Tracer la tangente 
en A à ( Sp) etla courbe ( 6). 
Partie B 
On pose # > 1 
1#Détefminer la fonction dérivée f, et f, sur son ensemble de définition à préciser. 
2 On désigne par x, la valeur autre que 0 pour laquelle f; s’annule.Supposons que : 
1<x, < Ve pour n > 2. 
a. Étudier les variations de f,. 
b. Tracer le tableau de variations 
c. En déduire que f,(x,) < -1 pour n >. 
3. Pour tout entier naturel non nul n. On définit sur [0;+co| la fonction G, définie par : 
G(x) = falx) — fa-1 (x). Étudier le signe de G,(x) et en déduire la position relative des 


courbes ( ei) et ( E) 
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FONCTION LOGARITHME 





FONCTION EXPONENTIELLE 














Exercice :I 


f(x) = 2, fi — xfx] six <1 


Soit la fonction f définie par : 
F60= nf x +h 1 ]six1 


a) Vérifier que f est définie sur IR. 
b) Montrer que f est continue sur IR et est dérivable sur IR- {0:1} et exprimer 
f). 
c) Montrer que est dérivable en 0. Etudier la dérivabilité en 1. 
d) Démontrer que la droite A ďéquation y = 2x est asymptote en -œ à (Mla 
courbe représentative 
Exercice : 2 


A + 
i b 
1.Démontrer que pour tous nombres réels a et b, on a :ab < a + m 


2a) En déduire que pour tous réels u et v strictement positifs, on a : 


huthv p 2+ 
2 2 





b) Démontrer que pour tous nombres réels aet b positifs, on a : 





3.Généralisation 


Soit p et q deux nombres réels strictement supérieurs à 1, et tels que : 


1 1 
—+—=l. 
P q 


a) Démortrer que pour tous nombres réels a et b positifs, on a : 
aP bi 


ab < — + —. 
p q 


(On pourra étudier les variations de la fonction f de [0;+| vers IR par : 


q 
f(x)=ax - 2.) 
q 


Dans quel cas a-t-on légalité ? 


b) En déduire que : 
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In In 
- Pour tous nombre réels u et v,on a en + = < LÉ + z) 
P q P q 


u y 
—+— u u 
5 pq -ê e 
- Pour tous nombres réels u et v, on a e <— + —. 
P q 


PROBLEME 1 
Inx x°-1 


Soit I=[0;+c[, la fonction f définie sur I par f(x) = — + 5 et (C) sa courbe 
X X 





représentative dans le plan muni du repère orthonormé (o.i, n? unité graphique? cm. 


A Etude des variations de f. 


1) a) calculer lim f (x). Qv’en déduisez-vous pour la courbe (C) ? 
b) Calculer lim f(x). 


xX +3-2lnx 
2x° ` 


2) Soit f la fonction dérivée de f. Montrer que, pour tout ìde T : f (x) = 
3) soit u la fonction définie sur I par 

u(x) = x° +3-2lnx. 

a) Etudier le sens de variation de u. 

b) Déduisez-en, pour tout x de I, l€ signe de u(x). 

4) Dresser le tableau de variation de f. 


B Tracée de la courbe (C) 


1) Pour tout x de I, on pese) = f œ- . Calculer lim ø(x).Qwen déduisez-vous pour 


(C) 22) Soit (D) la dfoitéd’équation y = ix. 


a) Montrerequë (C) et (D) se coupent en un pont I dont vous donnerez les coordonnées. 
b) Etudier la position relative de (C) et (D). 


3) Tracer (C) et (D) sur le même graphique. 
PROBLEME ; 2 
A- Soit g la fonction définie par: g(x)=1-x° -x° Inx. 





1°) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations. 
2°)a- Calculer g(1). Justifier que équation g(x)=0 admet une unique solution 


que l’on déterminera. 
b- En déduire le signe de g (x) sur ]0; +o] . 


B- Soit f la fonction définie par : f (x)= ne 
x 
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1°)a- Montrer que f'(x)=-g(x). 
b- Dresser le tableau de variations de f. 
c- Montrer que l'équation f(x) = xadmet deux solutions distinctes 1 et æ tel 
que 2,2(a(2,3. 


d- Tracer Cf courbe de f dans un repère orthonormé du plan. On placera les 
points d’intersection de Cf avec la droite y = x. 


2°) Soit h la restriction de f à[1; +f . 


a- Justifier l'existence de h`. 
b- h 'est-elle dérivable en 1 ? Que peut-on en déduire pour sa courbe 
représentative ? 

c- Tracer la courbe Ch'de h“ 
3°) a- Calculer l'aire A (D) du domaine D délimité par la courbe Cf, l'axe. des 
abscisses, les droites d’équation x =1 etx=«. 

b- En déduire laire du domaine délimité par Ch, Ch'',les droites d'équations 

x=letx=«. 


PROBLEME : 3 
Partie A 


On considère la fonction h définie par : A(x) = x° +2x+Imi#il 


1°) Etudier les variations de h. Calculer A (0) et h (2) 
2°) En déduire le signe de h(x) pour x e [-c,-2[ #10, #0] . 





Partie B 
de , ps In p +1 
On considère la fonction f définie par : f 4%) = er 
+ 
h(x) 


1°) Montrer pour tout réel x de Df, f (x) =- 





G .En déduire le signe de f(x). 
x+ 


2°) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df. 
Dresser le tableau de väriation de f. 
3°) Montrer que la droiteWid’équation y =-x est asymptote à la courbe Cf de f. 
Etudier la positior relative de Cf et D. 
4°) Montrer que leoint (-1 ; 1) est un centre de symétrie de Cf. 
5°) Tracer la coutbe`Gf dans un repère orthonormé unité 1 cm. 
6°) Soit œ ungæéel positif, on note A (&) l’aire du domaine délimitée par la courbe, 
la droite Det Tes droites d'équations x = 0, x =«. 
Calculér en fonction de æ A (a) 
Calculerda limite de A (&) lorsque æ tend vers +o. 


PROBLEME : 4 


I. Soit g(x) = (1-x)e*— 1. 
1. Etudier les variations de g. 
2. calculer g(0), en déduire le signe de g(x) sur |-, 0]. 


IT. Soit 
f(x) =-x+xe " si x <0 
f(x) =hn|x? -|| six>0 
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déterminer l’ensemble de définition de f. 

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 

étudier les variations de f. 

déterminer les points d’intersection de Cr (courbe représentative de f) avec 
les axes de coordonnées. 

5. montrer qu'il existe un unique point A de (C) où la tangente est parallèle à 
la droite d’équation y = -x ; donner une équation de cette tangente T. 


RE a TU 


II. soit h la restriction de f sur l'intervalle [0, 1[. 
1. montrer que h admet une bijection réciproque h-t dont on dressera le 
tableau de variation 


2. h- est — elle dérivable en 0 ? en me ?si oui donner leur nombre dérivés. 


3. expliciter h(x). 
4. tracer Cr et (C) 


PROBLEME :5 


On considère la fonction g définie sur l'intervalle I = |- ; fx] par : 


g(x) = n(1+x) —-x +E On pose V(x) = g(x) Hrt, vxe I. 


1) Etudier les variations de g et de V (il ne serapasnécessaire de calculer les 
limites aux bornes de g et de V). 


2) En déduire que, Vxe I, —2x* < g4) $ 0 


Partie B: 


x—-ln(1+x) 


fa) = > six Æ0 
Soit la fonction f définie sur |+1 ; +x|[ par : p 

f0) => 
On note ( C ) la courbe de f dans le plan muni d’un repère (0, ï, j) (unité : 2cm). 
1)a) Vérifier, pour tout x > = et x + 0, que f(x) = -10 + = — . : 


b) En utilisant l'inégalité trouvée en A.2), démontrer que f est dérivable en 0 et 
donńer une équation de la tangente (T) à (C ) au point d’absacisse 0. 


€) f est-elle continue en 0 ? Justifier votre réponse. 
—xy2— 
2) Soit h la fonction définie sur ]—1; +x[ par: h(x) = =a + 2in(1 +x) 


a) Etudier le sens de variations de h ; calculer h(0) et en déduire le signe de 
h sur]-1; +x. 


h(x) 


x3 o 





b) Démontrer que pour tout x e]-1 ; O[ U ]0; +x[, on a f'(x) = 
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c) Dresser le tableau de variation complet de f. 
3) Construire ( C ) et la tangente (T) (On précisera les asymptotes de (C )). 
Partie C: 


1) a) Démontrer que la fonction w définie sur ]—1; +x[ par : w(x) = f(x) — x est 
continue et strictement décroissante. 


b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une unique solution a dans 


]—1; +x[ et que =<a<1. 


2 
2) a) Sachant que pour tout x>0 ona: x— — < In(1 + x), démontrer alors 


que pour tout x > Oona: — < f'(x) < 0 ; puis pour tout x € | ;1], iCON < 
4 


5 , 
(On pourra utiliser les résultats de B.2). 
b) Démontrer que si = <x<1 alors ; < f(x) < 1. 


1 


3) On définit la suite (V) par : Vo = ; et par la relation de récurrence Vn = f(V,) 
, Vn EN. 
a) Justifier que, Yn EN, = <Wọp<1. 


b) Démontrer que, Yn Ee N, {|V,:1 Mal] < tiy, — q| ; puis que , Yn E N, |W — aļ < 
3 /4\” 
0): 

c) En déduire que la suite{V, heonverge et déterminer sa limite . 


d) Déterminer un entier nò tel que Y n > no, V soit une valeur approchée de a à 
1071 près 
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SERIE D'EXERCICES DE MATHEMATIQUES 


FONCTION EXPONENTIELLE 





Exercice 1 : 
1. Soitx un réel, développer l'expression P(x)=(x+1)(x-2)(2x-1). 
2. En déduire les solutions de l’équation et de l’inéquation suivantes : 


2e* —3e”* 
a — + b) 2e* —3e™ —3e* +220 . 
3e% —2 
Exercice 2 : 
Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes, calculef ses limites aux bornes de 
son domaine de définition, étudier sa dérivabilité puis calculer sa dérivée dans l’ensemble où elle est 
dérivable : 


g ape Isy P 
FQ)= ———; ROER eee 
e +I x 
PROBLEME 1 


A) Soit la fonction h définie par A(x)=1- (x° -2x+2}"" 
1) déterminer les limites aux bornes de l'ensemble de définition 
2) Dresser le tableau de variation de h 
3) Démontrer que l'équation A(x)=0 admet une uniđue solution æ € p,1[. Donner une valeur 
approchée de œ à 10 ! prés 
4) En déduire le signe de A(x) 
B) 
NO- 
Lie six<0 
Soit la fonction f définie par f (x)® ARE 
x—1+(x° +2} six>0 


1) justifier que f estdéfinie sur IR 


2) Etudier la contimnuitéde f en 0 

3) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter les résultats. 
4) Déterminer les limites aux bornes de Df 

5) Etudiérlesbranches infinies de Cf 

6) Drésserde tableau de variation de f . 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
7} Montrer que f(æ)= alı + 2e“) 

8) Tracer Cf dans un repère orthonormé unité 2cm 
C) 
Soit g la restriction de f à |-°,-1] 

1) Prouver l'existence de g ! . Etudier la dérivabilité de g ” 


1 
! = 2 
2) Résoudre g ‘(x)=-2 puis calculer (s~) : 





3) Tracer la courbe de g™ dans le même repère. 
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PROBLEME 2 


1 


1 Li 
1) Soit g(x) = í $ Pe +1. Dresser le tableau de variation de g puis en déduire le signe de g(x) 
x 


six<0 





1 
l+e* 


2) Soit f(x)=4x{l-Imx) six>0 


f(0)=0 





a) Préciser l’ensemble de définition puis étudier la continuité de f et la dérivabilité defen 0. 


Interpréter les résultats. 


| 1 
b) Etudier les branches infinies de Cf . On montrera que la droite d’équation y = oi a z4 
c) Résoudre l'équation (in xy -1> 0 


d) Dresser le tableau de variation de f puis tracer Cf dans un repère orthonormé unité 2cm 


3) Soit h la restriction de f à [e;-+oo[ 


a) Montrer que h admet une bijection réciproque h ! dont on prééisera son ensemble de définition. 
Etudier la dérivabilité de 4°. 

b) Calculer Ale? ). En déduire (x) (e?) 

c) Tracer Ch! 


PROBLEME 3 


Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = X—e 


2x-2 


PARTIE A 


1) 


2) 


Déterminer la limite de f en — oœ 


2x 
o| e 
Vérifier que pour tout réel Xnomnul f(x) = fi — 2e {Ż 


] .En déduire la limite en + 00 
X 


3) Dresser le tableau devariation de f 
4) Montrer que la droite D,:*y = x est asymptote en — œ .Etudier la position relative de Cf et D 
5) Etudier la branche’infinie de Cf en +00 
6) On A le point de la courbe d’abscisse 1. Déterminer une équation de la tangente T en A 
7) On note I = [o; 0,5] démontrer que f(x)= O0 admet dans 7 une solution unique a .Donner une valeur 
apprôchéeæà 107 prés de a 
8) Construire Cf, D et T 
PROBLEME 4 
1) Soit h(x) = (1 = x}e* — 1. Dresser le tableau de variation de h et en déduire le signe de h(x) 
1 
G =) si x<0 
2) f(x)= xinxsix>0 


F0)=0 
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a) Préciser l’ensemble de définition puis étudier la continuité et la dérivabilité en 0. Interpréter les 
résultats. 
b) Etudier les branches infinies de Cf 


1 
c) Montrer quesi x€ } co,0[ f'(x) = 2) et préciser alors le signe de f'(x) sur } co,0[ 
x 
d) Dresser le tableau de variations de f puis tracer Cf 
3) Soit k la restriction de f à [,+c0[ 
a) Justifier l'existence de k™ .Etudier sa dérivabilité 
b) Résoudre k ‘(x)= e puis calculer (k>) (0) 


c) Tracer la courbe de k™ 


PROBLEME 5 
Soit la fonction définie sur IR par g(x) = —— -n(1 + 2e) 
1+ 2e” 
1) Calculer g'(x) et montrer que g'(x) est strictement négatif pour toux réel 
2) Déterminer les limites de g en -o0 et +00 
3) Dresser le tableau de variations de g 
4) Donner le signe de g(x) 


PARTIE B 
Soit_f la fonction définie sur IR par f( )= e™ nl + 2e") 
1) Montrer que f'(x)=2e™ g(x) 
2) Déterminer 
a) La limite de f en — oo 
b) La limite de f en +o. On pourra remarquer que si on pose 








X MX 
X =1+2e", f(x) s'écrit 4———— 
(X=-1ÿ X 
3) Dresser le tableau de variations de f, 
4) Tracer Cf dans un repère orthonormé 
5) Soit œ un réel strictement positif. 
e à e 
Vérifier que pour tout réel x, INX — 2 = en déduire la valeur de la fonction h définie par 
12e e +2 


=x 





e 
Mers 
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SERIE D'EXERCICES DE MATHEMATIQUES 


FONCTIONS LOGARITIHME ET EXPONENTIELLE 





EXERCICE 1 
1) Résoudre les équations suivantes 


a)In(2x-3)=-1; b)in(x? -3x-2)=0; c)in x +In(2x + 5)=1In 3; d) 2(In x} +51n x-3 = 0; 
e)(n(x—1)} -In(x-1)-6=0 
fih(2x-e)>1; g)In(2x+1)<In(x+3} h)In(2-x)+In(x+4)>1In(3x+ 2) à) —2(In x) — Sin x+3 20 
2) Résoudre dans IR? 

In x+3ln y=1 3ln x—4ln y = -6 x+y=25 

ue a I 
3) Soit plx)=2x° — 3x? -3x+2 

a) Calculer p(1) en déduire une factorisation complète de p(x) 

b) Résoudre 2(In x} —3(In x) —3lnx+2=0 puis 2e™ -—3e°™ -3e +2 =0 

c) Résoudre p{x) > 0 

d) Résoudre 2{In x) —3{In x) —31n x+2 >0 puis 2e™ —3e™ —3e'# 270 

















EXERCICE 2 

Etudier f et tracer sa courbe dans chacun des cas suivants : 
2x +1 x+2 x—1l 

f(x)= 1m , fG)=n 4 f()=x+m— 
x—1 x—2 x +4 

EXERCICE 3 


1 
1) soit f(x) = x-2+ $ x. Etudier les variations de f puis montrer que l'équation f(x)=0 admet une solution 
unique a. Justifier que 1,7 <a < 1,8. 
7 1 
2) gl)=-yx +x- mx six > 0 g(0)=0 


a) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0. 
b) Etudier les branches infiniés.en l'infini. 


1 
c) Montrer que g'(x) = 4) puis en déduire les variations de g.Tracer Cy. 
xX 


EXERCICE 4 


1) Soit flx) = X- 1 zn x. Etudier les variations de f. Calculer f(a) puis en déduire le signe de la fonction. 
1 


—W si x<0 


x 
2) g(x)={x(x - 21n x) si x > 0 
g(0)=0 


a) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0 

b) Etudier les branches infinies. 

c) Dresser le tableau de variations de la fonction. Tracer la courbe de g 
PROBLEME 1 
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = xX—e 
PARTIE A 

1) Déterminer la limite de f en — o0 


2x-2 
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2x 


|e 
2) Vérifier que pour tout réel x non nul f(x) = fi — 2e (©) .En déduire la limite en + 0 
x 


3) Dresser le tableau de variation de f 

4) Montrer que la droite D : y = x est asymptote en — c.Etudier la position relative de Cf et D 

5) Etudier la branche infinie de Cf en + 

6) OnA le point de la courbe d’abscisse 1. Déterminer une équation de la tangente T en A 

7) On note 7 =[0;0,5] démontrer que f(x)=0 admet dans 7 une solution unique a .Donner une valeur 


approchée à 107! prés de a 
8) Construire Cf, D et T 
PARTIE B 
u =0 


On définit la suite (u,) définie par | 
U, =e 


1) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = e™”? démontrer que l'équation f(x)=6 est“ équivalente à 
g(x) = x .En déduire gela) 
| 2 
2) Démontrer que Vxe 1 lg (x) <— 
e 
3) Démontrer que Vxe l, g(x) el 


4) En utilisant l'inégalité des accroissements finis démontrer que Vn € IN, 








2 
Uaa — al < à u, -al en déduire 


n 
que lu, = al < (2) et que (u, ) converge vers un réel à déterminer. 
e 


5) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que 
PROBLEME 2 
A) Soit la fonction h définie par h(x) = 1- (e? -2x + 2k” 
1) Dresser le tableau de variation de h 
2) Démontrer que l'équation h(x) = 0 admēt une unique solution æ € pf. Donner une valeur approchée de & 





u, al 410” 


à 10™ prés. En déduire le signe de 4{x) 
1 
P—e* six<0 
B) Soit la fonction f définie par lee x 


x-1+(x +2} six>0 


=% 


justifier que f est définie súr IR 


N 


Etudier la continüité.etla dérivabilité de f en O.Interpréter les résultats 


A U 


Dresserlé tableau de variation de f . 


O1 


) 
) 
) Etudier les branches infinies de Cf 
) 
) 


Montrerque” f (æ)= alı +2e ) 
6) Tracer Cf dans un repère orthonormé unité 2cm 
C) Soit gla restriction de f à ]-00,-1] 


1) Prouver l'existence de g " . Etudier la dérivabilité de g 


1 
192,2 
2) Résoudre g ‘(x)=—2 puis calculer (e~) 





-1 a ` 
3) Tracer la courbe de g dans le même repère. 
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PROBLEME 3 
Soit g définie par g(x)=(1- x)e™ -1 
1) Dresser le tableau de variations de g 


2) Calculer g(0) puis en déduire le signe de g(x) 
PARTIE B 


1—-x+xe " si x<0 


Soit f définie par f(x)= 4 x{In x) +x+1 si x > 0 


O 


Dresser le tableau de variations de f 


f(0)=1 

1) Justifier que f est définie sur IR 
2) Etudier la continuité de f en 0 
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 .Interpréter les résultats. 
4) Déterminer les limites aux bornes de l’ensemble de définition 
5) Etudier les branches infinies de Cf 

) 

) 


7) Tracer Cf dans un repère orthonormé unité 2cm ( on précisera la tangente au point d'abscisse e™ eton 


placer le point d’abscisse 1) 
PARTIE B 


Soit h la restriction de f à 1;+0| 


1) Montrer que h admet une bijection réciproque h`! définie sur un intervallesà préciser. 
2) Etudier la dérivabilité de h`! 


3) Calculer (x) (2) 
4) Tracer la courbe de h“ 
PROBLEME 4 
On considère la fonction définie g définie par glx) =nxA e7" 
1) Etudier les variations de g 
2) Montrer que l'équation g (x) = 0 admet une solution unique a tel que 0,6 < a < 0,7 
3) En déduire le signe de g(x) 
PARTIE B 
On considèrelasfonction définie par 


xinx+e”six>0 
1 Justifier que f est définie sur ZR — {- 1} 


f(x)= Pi ) Ecrire f(x) sans valeur absolue 


N 








e -1| six<0 3) Etudier la continuité et la dérivabilité en O( on pourra montrer que si 
1 ” 
sheet 
2| 1 x 
— f(0 à 
xe 10], 6) (0) _ 2 ) 
x—0 x“ -l1 


4) Déterminer les limites aux bornes puis étudier les branches infinies. 
5) Dresser le tableau de variation de f. Montrer que fla) = (a + 1)in a+l 


6) Soit h la restriction de f à [a,+o0[ 


a) Montrer que h admet une bijection réciproque h“ définie sur un intervalle J à préciser .h‘! est-elle 
dérivable sur J ? justifier. 


b) Calculer h(1) puis QE 
e 


7) Tracer Cf et Ch" dans le même repère orthonormé unité 2cm 
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0.5.2 Exponentielles et Puissances 


Exercice 4 

A) Soit g la fonction définie par g(x) = (1 + =) +1. 
1) Étudier les variations de g puis dresser le tableau de variations. 
2) En déduire le signe de g. 


B) Soit f est la fonction définie par : 


> > 


On désigne par (@; sa courbe représentative dans le repère ogthonormé (O, i, j 
1) Étudier la continuité et la dérivabilité de fen0. 
2) a) Calculer f'(x) puis établir une relation entre f(x) et g(x). 
b) Dresser le tableau de variation f 
3) Montrer que la droite (Z) d’équation y = x — est une asymptote à (G;) 
4) Tracer (67 et (Z) dans le même repèrefunité = 5 cm). 
Exercice 5 
On considère la suite (U,) définie par :U9 = 2 et U,,1 = U,e! "" pour tout entier naturel n. 
1-) Soit la fonction numérique#f définie sur IR par : f(x) = xe! *. 
2-) a-) Dresser le tableau de variation de f puis en déduire que :Y EIN*,.0<U,<1 
b-) Montrer que la&uite (U,) est strictement croissante sur IN”. 
3-) Monter que lasuïte (U,) est convergente .Déterminer sa limite. 
4-) Soit (S,) Id suité définie pour tout N par : S, = Uo + U1 +--+ Un 
a-) Môntrer que pour tout , .U,,1 = 2el"+1)-Sn 
b- En déduire la limite de la suite (S,). 


Exercices 
Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction f, définie 


sur R par : f,(x) = xe*-nx.On note €, sa courbe représentative dans un repère orthonormal. 
A-) Soit la fonction g, définie sur R par : g,(x) = (1 +x)e* -n. 
1-) Déterminer la dérivée de g,. Faire le tableau des variations de g, et déterminer les 
limites de g, aux bornes de son ensemble de définition. 
2-) Montrer que g,„ s’annule pour une unique valeur &,, et «&, est positif ou nul. 


n 
3-) Montrer que : a, = 1n Tia e 0<a, <Inn. 
n 
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4-) a-) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a : Inx = x-—1 (1). 
b-) Déduire de (1) le signe de g,(In yn). 
1 
c-) Justifier que : = lnn = æ„. Quelles sont les limites des suites de terme général 
á 2 
a, et Z? 
n 


B-) 1-) Déterminer la dérivée de f,, faire le tableau des variations de f, et déterminer les 


limites de f, aux bornes de son ensemble de définition. Montrer que : 
2 
fn(an) 


-na 
2-) Montrer que (6,) admet une asymptote (2,) que l’on déterminera. 





1+0, 


3-) Déterminer les points d’intersection de (&,) et de l’axe des absciSses, €t préciser 
la position de (&;) par rapport à cet axe. 
4-) Étudier les positions relatives de (&,) et de (&,:1). 
5-) a-) Montrer que 0,35 < a, < 0,40. Déterminer les valeurs décimales approchées à 
près, par défaut et par excès, de æ En déduirsùunfencadrement de f(az). 
b-) Tracer (61) et (62) sur le même graphique enwmettant en évidence les résultats 
précédents (on choisira comme unitésh0 cnt sur les deux axes). 
EXERCICE : 08 
Soit a € R*\{0;1} et f, la fonction définiessur R* par f,(x) = ax = enays, (GA) sa courbe 
représentative dans le plan P muni d’un repère orthonormé (O; #, v) (unité graphique 2 cm 


). 








1) a) Justifier la dérivabilité dé f, sur ]0;+c[ et calculer f/(x) pour x > 0. 
b) La fonction f, est“elle dérivable au point 0? 


c) Étudier la linfité dé f, en +00. Dresser le tableau de variation de f, selon les valeurs 


de a. 
2) a) Donner une équation de la tangente (7) à la courbe (&,) au point A d’abscisse 1. 


b) Calculer f//(x) pour x > 0. Étudier selon les valeurs le signe de f//(x) pour x > 0. 


En déduire l'existence d’un point d’inflexion de la courbe (&,) si a > 1. 


3) Construire dans le repère (O, i, j) la droite (7) tangente à (6;) au point d’abscisse 1. 








EXERCICE : 09 
1,2 


Soit la fonction f : x > e* x. 


1-) Préciser l’ensemble de définition de f . Montrer que f admet une limite finie en 0. 


On notera g le prolongement par continuité de f . 
2-) Calculer les limites de f en +co et en -co. 
3-) Montrer que f est dérivable sur R* , et calculer sa fonction dérivée. En déduire le sens 


de variation de f. 
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x-1 


. f(x) xad f(x) _u(x) er. 
4-) a-) Calculer lim Ea (En posant ,) u(x)= a Je a 


b-) Montrer que g est dérivable en 0 et donner une équation de la tangente à la courbe 
représentative de g au point d’abscisse 0. 
5-) Tracer soigneusement la courbe représentative de f dans un repère orthonormal 


(prendre 3 cm pour unité). 


EXERCICE : 10 








X 
-1 
Soit f la fonction définie sur [0;+co[ par f(x) = L puis la fonction g définie sur [0;+00[ 


par g(x)=x+2-e*. 
1-) Étudier les variations de g sur [0,+ool. 
2-) Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une solution à tel que 1,44 <a < 1,15. 


3-) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 


xX 
4-) Montrer que f'(x) = rt En déduire les variations def sur [0;+ocof. 


1-e* 
5- M t y > 0 ; = . 
) Montrer que Yx f(x) = 





6-) Écrire une équation de l’asymptote à la courbe (Er). 





; 1 
7-) Etablir que f(a) = où a est la solûtiòn de l'équation g(x) = 0. 
q aæ+l q £ 


(X+1)(e*—-xe*-1) 
xe*+1 
9-) Écrire l'équation de la tangenté”à la courbe (€r) au point d’abscisse xọ = 0. 


8-) Établir que pour tout x > 0 , f(x)- x = 


10-) Construire la courbe (64). 
EXERCICE : 11 








ex] 


engyl 
1-) Étudier lef variâtions de f et construire sa courbe représentative (&) dans un plan 


Soit f la fonction défiñie sur R par : f(x) 


À 


(P) muni d'un repère orthonormé (O;i, j). Démontrer que (6) a un centre de symé- 


trie. Construire la tangente à (6) au point d’abscisse nulle. 


2-Ÿ Démontrer que f est une bijection de R sur ]J-1;1[. On appelle g la bijection réci- 
proque de f. g est-elle dérivable sur ] - 1;1[? 

8-) Démontrer que pour tout x réel on a : f’(x) = 1 - [f (x)]? 
1 

TTR 

4-) Soit m un réel de l'intervalle | -1;1[. Résoudre l’équation f(x) = m. En déduire g(x) 


. En déduire qu’en tout point 


où g est dérivable, on a g'(x) 


pour tout x €] — 1;1[. 





5-) Soit (a;b) € R?. Montrer que f (a + b) = ee En déduire que si (a;B) € I? où 
I =] -1;1[ alors TE 
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Problème 1 


On se propose d'étudier la fonction numérique f définie pour tout réel x par : 


X 
f(x)=(2x- 4)e2 +2-x 


On note la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O; 1: j) du plan . On 


choisit 2 cm pour unité graphique . 


A) Étude d’une fonction auxiliaire 


Soit g la fonction numérique définie pour tout réel x par : 


. Étudier le sens de variation de g . 


préciser les limites de g en -co et en +co. (On ne demañde pas de construire la 


représentation graphique de g). 


Démontrer que l’équation g(x) = 0 admet umsolution « et une seule et que 0.70 < 
a <0.71 


Étudier le signe de g(x) 


a. Exprimer f'(x) à l’aide de g(x) et en déduire les variation de f . 

b. a étant le nombresréel défini en A-3. Démontrer que :f (a) =4-a- = 
c. En déduire untencaädrement de f(a) d'amplitude 0,1. 

a. Déterminer ladimite de f(x) quand x tend vers +œ ainsi celle de 10) 


b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers -co 


c. Démontrer que T admet en —-œ une asymptote D que l’on précisera. 


# a. Dresser le tableau de variation de f et tracer sur le même graphique D et T 


b. Placer en particulier les points d’intersections de IF avec l'axe des abscisses 
ainsi que le point N d’abscisse 0 appartenant à T 
c. Tracer la tangente àT au point N. 


a. A l’aide d’une intégration par parties, Calculer pour tout nombre réel x, l'in- 


tégrale : 
t 


I(x) = f'er-aezat 


b. Calculer , en cm? l'aire A du domaine constitué des points de coordonnées (x; 


y) satisfaisant à : 0 < x < 2 et f(x) <y <2-x. 
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Problème 2 


A) 1. Intégrer l'équation différentielle : y” — y’ = 0 


2. Déterminer la solution particulière de cette équation telle que yọ = 0 et y, = 1 


B) Soit f et g deux fonctions numériques de la variable réelle x définies par : 








1. Vérifier que : 


a. 
b. 
2. a. 
b. 


Partie A) 


Lg) - [f (x)? 
f(x) = g(x) 
Étudier les variations de f. 


Étudier les branches infinies de (C) la courbe représentative de f dans le plan 


(P) rapporté à un repère orthonormé (O; 1: j). Unité 2æm. 


. Construire (C); on tracera la tangente à (C) eñ l'origine. 
. Montrer que f est une bijection de R versunsensemble que l’on précisera. 
. Dresser le tableau de variation de f~, fonction réciproque de f. 


. En utilisant la question 1. Montfer que : 


S od —— où y = f(x0) 


\/1+% 





. Construire la coufbe (€) représentative de f7! dans le même repère que (C). 


. Déterminergl'aire"du domaine plan compris entre la courbe (C). La droite 


d’équation y x et les droites d'équations x = —1 et x = 1 


Problème 3 


On considère f la fonction numérique d’une variable d’une variable réelle x définie par : 


f(x) = xeli! 


On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormé (0; 


Î; j). Unité 2 cm. 


1. Déterminer l’ensemble de définition Eş de f. 


2. Étudier la dérivabilité de f sur son ensemble de définition E f 


3. Déterminer l'équation de la tangente (T) à (C) en x = 0 


4. Étudier les variations de f. 
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5. Étudier les branches infinies de (T) à (C). 
6. Tracer avec soin la courbe (C) et la tangente (T). 


Partie B) 


Soit h la fonction définie sur l'intervalle [0;+c0[ par : h(x) =In(xe!*) 
1. Étudier les variations de h 


2. Tracer (C’) la courbe représentative de h dans le même repère que la courbe (C) de f. 
Problème 4 


Partie A) 


On considère les fonctions numériques de la variable réelle x définies paf : 
falx) = (x+ Def 


où € R.On note (C+) les courbes représentative des fonctions fy dans le repère orthonormal 
À 


>? 
(O; i; j) 
1. Comment peut-on choisir k pour que fp présente un maximum, un minimum. 


2. Montrer que toutes les courbes d’équationy =/(x + Der passe par deux points fixes, 


l’un sur l’axe des abscisses et l’autre sár l'axe dés ordonnées. 
Partie B) 
On pause :k=1etk=-1et lim xe#=0 
X—>—00 
1. Montrer que fı et fı sont dérivable sur R . 


2. Dresser le tableau dewatriätions de fı et f_1. 


3. Tracer les courbés Est C_; respectives de fi et fı dans le plan rapporté au repère 
TX 


orthonormal4{(O ; i i). 


4. Quellessont les équations des tangentes à C; et C_; aux points communs d’abscisses 
-1 et. 


Partie C) 


On considère la fonction h définie par : h(x) = | fi (x)| 


1. Sans faire une étude complète de h, Comment peut-on construire sa courbe (C’) dans 
R 


le même repère (O; 1: j) par rapport à (C:) 
2. Construire (C’) dans le même repère. 


3. déduire le tableau de variation de h. 


Problème 5 


zR 


Le plan (P) est muni d’un repère orthonormé (O; : j). Unité 2 cm. 
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A) On considère h, la fonction définie sur R par : 


4. 


ha(x) = (=x? +ax+a)je*+1 oùa€R 


. Montrer que toutes les courbes C, représentatives de fonctions h, passent par un 


même point J dont on déterminera les coordonnées . 
Soit M, le point de C, d’abscisse a + 2, Calculer l’ordonnée de M4. 


Lorsque a varie le point M, décrit une courbe (T). Donner une équation darté- 


sienne de (T). 


Puis vérifier que le point J appartient à cette courbe. 


B) Dans la suite on suppose que a = 0. On pose f(x) = ho(x) = (-x?)e *# 1 


1. 
2: 
3. 


A) Soit leséquations différentielles : 


1. 


Étudier les variations de f. 


Montrer qu’il existe æ €] — 1;0[ tel que a?e * =1 


R 


F eZ 
tracer la courbe Co représentative de f dans un repèreorthonormé (O; i; j). Unité 


2 cm. 


. Calculer l’aire A(À) de la partie comprise eñtrela courbe Co et les droites x= 1, 


x=2 etx = À avec À> 2. Calculer lim A(4 


À #0 


. Calculer f" la dérivée seconde de laffonction f. Vérifier quelque soit x réel on a : 


(x) + 2f (x)+f(x)=-2e*+1 
Donner une solution de équation différentielle : 


g”(x)+2g'(x)+g(x)=0 
qui prend ld valeúr 0 au point 0. 
Problème 6 
(1) y"+4y +4y = 4x+8 
(2) y"+4y +4y = 0 


Déterminer les nombres réels a et b , tels que la fonction P définie par P(x) = ax+b 


soit l'équation (1). 

On désigne par g une solution de (2). 

a. Montrer que g+p est une solution de l'équation (1) 

b. Résoudre l’équation (2) 

c. En déduire toutes les solutions de (1). 

d. Déterminer la solution de f de (1) qui s’annule en —1 et qui prend la valeur 2 


en 0. 
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B) Soit la fonction h définie par : h(x) = e?*-2x-1 


1. Étudier les variations de h. 


2. En déduire le signe de h(x) suivant les valeurs de x. 


C) On considère la fonction f définie par : 


f(x) =(x+1)e *+x+1 


1. Étudier les variations de f. On montrera que f'(x) se met sous la forme e #*H(x) 


2. Soit (C) la courbe représentative de f dans un plan rapporté à un repère ortho- 


ER 


normé ( O; Îi; j) . Unité graphique 2 cm 


a. 


b. 


Montrer que (C) admet une asymptote oblique (D) que l’onfprécisera. 


Étudier suivant les valeurs de x, la position relative de (©) et (D) et préciser 


leur intersection. 


. Tracer (C) et (D). 
. Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle que l’on précisera. 


. Sur quelle partie de son ensemble defdéfimition la fonction réciproque f~! de 


f est-elle dérivable. 


. Calculer (f”!)(0) puis tracerdans le même repère que (C) la courbe (C’) de 


fre 


4. Soit m un réel supérieur# 1. 


a. 


Déterminer le coûple de réels a et b tel que la fonction T(x) = e ?*(ax + b) soit 


une primitive dèla fonction définie par t(x) = e ?*(x-1). 


. Détermiñer ensuite laire A(m) de la partie limitée par les droites d'équations 


x+L=0 ,*f= m , courbes (C) et la droite D. 


. Calculer lim A(m) 


mMm— +00 


Problème 7 


On ceônsidère la famille de fonction f, de la variable réelle x définie par : 


falx) = 1+e*+ax 


où a désigne un paramètre réel non nul. 


On désigne par (C,;,) la courbe représentative de la fonction f, dans un repère orthonormé 


DES 


(O,i, j) 2 cm 


A 1. Établir suivant les valeurs du paramètre a , les variations de f}. 
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2. Montrer que toutes les courbes (C,) passe par un point fixe A dont on précisera 


les coordonnées. 
3. Montrer que la droite (D) : y = a x + 1 est asymptote à la courbe (C,;). 


4. Si a est un réel strictement négatif, la fonction f}, admet un extremum correspon- 
dant à un sommet I, de la courbe (C,). Quel est l’ensemble de points I, lorsque a 


varie ? 


B) 1. construire les courbes (Ce) et C_.) correspondant aux valeurs de e et -e du para” 


mètre a. 
2. Préciser les positions des deux courbes. 
3. Tracer leur tangente au point d’abscisse 0. 


4. On considère la fonction définie par : h(x) = —f_e.Déduire dé la courbe de (C_e) la 


courbe représentative de h. 
Problème 8 
On considère la famille de fonction f, de la variable réelle”x définie par : 
1 —X 
fm(x) = PAA aik 


où a désigne un paramètre réel non nul. 


On désigne par (C,,) la courbe représentative de la fonction fm dans un repère orthonormé 


R 


(O,i, j)2 cm 


Partie A 1. Étudier suivant les valeurs de m les variations de f,,. On distinguera deux 


cas : m< 0 etm > 0 


2. Montrer que¿tOutes les courbes (C fm) passe par un point fixe A dont on détermi- 


neratles coordonnées. 


1 
3. Montrer que la droite (D) :y = m x + est asymptote à la courbe au voisinage de 


+00. Étudier la position de (D) par rapport à la courbe. 


4. Pour m> 0, on considère le point B,, l’extremum. déterminer l’ensemble (l)des 


extremums. 
Partie B) 1. Déduire de la partie A,les variations de fẹ et f_e. 
2. Étudier les branches infinies de f, et f.e- 


3. étudier la position de C; par rapport à (D); puis construire les deux courbes dans 


le même repère. 


4. Soit (A)le domaine de la partie limitée par les droites x=1 ; x=2 et les deux courbes, 


calculer l’air de ce domaine 
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Problème 9 


On donne les fonctions numériques de la variable réelle x définie par : 


(x? me 


x+1 


fmx) = 


PUR eZ 
où m est un paramètre réel. (C,, ) la courbe de f,, dans un repère orthonormé (O; i; j). Unité 


2 cm. 


1. Étudier suivant les valeurs de m les variations des fonctions f,,.( quand f(x) admet 
en plus de la racine 0 , les racines x; et x, , on pourra étudier le signe deleur produit 


afin de les placer par rapport à 0 et -1). 
2. O pose m=1. Construire la courbe (C;) de fi. 


3. Soit g la restriction de f, sur R*. Montrer que g(x) admet une bijection réciproque 


g`! (x). Construire dans le même repère que (C1), la courbe {CN de g'!. 


4. Montrer que les courbes (C4) et (C;) se coupent en urpoint de la droite y -x = 0 dont 


l’abscisse est solution de l’équation xe* — e“ — x = 0 
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calcul intégral 


1. Calculer les intégrales suivantes (on précisera éventuellement l'intervalle de validité) : 














o 242 xdx o [7 52 o AE 1 “T 4° 
fs == 2°) | t.exp(-t°)dt 3°) td a [2 
5°) % sin 3u du 6°) "Py 7) [ — dx (n € N° ) 8°) | at 
0 
7) e < 10°) F (x°+1)n(x)dx 11°) lee +x+De*dx ; 12°) c sinx )dx . 


Rep : 1) Š (vsr - 3/16) 


5) 1/3 6)-3/2 7)(In2)/n 8) 1 — 2/e 9) In(n)aveca>0etazl 
10) (7eÿ + 16e? + 17)/16 11)4-8/e 12) n?-4 





3)e2/2—1/e—1/2  4)In(2)—In(1 -#x) poûr x < 1 


2. Déterminer les primitives des fonctions suivantes. On préciserafdan$ Chaque cas l'intervalle. 
9 








1°) f(x) = In(x) ; 2°) fx) = x.e * ; 3°) f(x) = f ; 
x +1 
1 
4°) f(x) = tan(x) ; 5°) f(x) = cotan(x) ; 6°)#(X) = | 
X.In(x) 
3. 1°) Montrer que les intégrales I = [Aa et J= je existent. 
0 snt+cost 0 smt+cost 


2°) Calculer I + J et I — J. En déduire I et J. 


4. Application du changement de vafiablef Montrer: 


-- si f est impaire et continueSun[—a, a], alors f f@dt =0 (a>0); 
-- si f est paire et continue sûr [—af a], alors [ f(t)dt =2 f£ (t)dt (a > 0); 


a+T T 
-- si f est périodiqüe depériode T est continue sur R, alors f f(t)dt = [ f(t)dt . 


Calculer : PRES +1 dt ; Fe sin°tdt . 


5. Etudiér rapidement f : x E x + 1 + e™ ; préciser les branches infinies ; tracer Cr. Pour a> 0, calculer 


l'aire dufdomaine plan Da = {M(x, y),0<x<aet x + 1 < y < f(x) }. Déterminer la limite de cette 
aire quand a tend vers +o. 


; a x dt 
6> Soit f définie sur R* par f(x) = f ———— 
x In(1+t°) 
1°) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R*. 2°) Montrer que f est impaire. 
1 


3°) Calculer f '(x) pour x > 0. On écrira : f(x) = F(2x) — F(x) avec F primitive de x & es sur 
+X 


R*, 
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6. (escp 89) Soit f définie sur R par : f(x) = f” expat 


1°) a) Etudier la parité de f. 
b) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 
c) Montrer que f admet 0 pour limite en +% et —o. 
2°) a) Montrer que f est dérivable et que f '(x) = 2.exp(—4x?) — exp(-x?) . 
b) Etudier la variation de f. Préciser les points où f admet un extremum. 
c) Calculer f "(x) et déterminer son signe. 
d) Construire Cr (on admettra que le maximum de f est sensiblement égal à 0,3). 


Suites définies par une intégrale. 


7. Soith= f (x?-1)" dx. 


1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : (2n + 1) In = —2n Im . 
2°) En déduire l'expression de In en fonction de n. 


8. p et q étant deux nombres entiers positifs ou nuls, on pose : BOFA) = [ tP Ad-t'dt. 
1°) Comparer B(p, q) et B(q, p). 
2°) Etablir la relation : B(p, q) = -T Bip —1,q+1) (p 241). 
q + 


3°) Calculer B(0, n) pour tout n appartenant à N ; en déduire B(p, q). 


1 
9. Pour n entier naturel, on pose : In = [ x” VI1-x dx 


1°) Quelle est la signification géométriqüe.de Io ? En déduire la valeur de Io. 
2°) Calculer I. 


3°) Montrer que pour tout n > 2ona': In = — In-2. En déduire la valeur de In en fonction de n 
n + 


(on distinguera suivant la pårité de n). 

4°) Montrer que (In ) estne sufite positive et décroissante et que cette suite converge vers 0. 

5°) Montrer que n(n & 1)(# + 2) In In- est indépendant de n et calculer sa valeur ; en déduire un 
équivalent simple de Inrlórsque In tend vers +o. 


10. Soit h = F (cos x)” dx , avec n appartenant à N. 


1°) Montrer que la suite (In) est décroissante. En déduire qu'elle est convergente. 














2°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n > 2, on a : h = ul Ín-2. 
3°) Après avoir calculé Io et I1, en déduire Izp et Iz2p+1, p € N. 

o r Lapaz Lapai 
4°) Montrer que pour tout p € N, on a : < <l. 

2p L, 
2 

5 np à 2.4.6.....2p 

5°) En déduire la limite quand p tend vers +% de ; (formule de Wallis). 
1.3.5....(2p—-1)) 2p+1 
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11. On note, pour tout nombre réel a positif et pour tout entier naturel n : 
1 
un(a) = [ exp( a(1—x)) x” dx 





1°) Calculer uo(a). 
2°) Convergence de la suite ( un(a) he . Soit a > 0 donné. 
a) Montrer que pour tout n dans N : 0 < un(a) < exp = ; 
n+ 


b) Montrer que la suite ( un(a) ) est décroissante. 
c) Déterminer la limite de un(a) quand n tend vers +o. 
3°) Forme explicite de un(a). 
a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n dans N : 
A.Un+1(a) =—1 + (n+1).un(a). 
b) Montrer par récurrence sur n que pour tout n dans N : 


n! na“ 
un(a) = ww = S ; 


k=0 


12. (essec math 3 2001) On étudie dans cet exercice la suite (Sn) défini®pouf n > 1 par : 
1 1 1 2 1 

S, =1+—+-+...+—  c'està dire S, =) > 
4 9 n ka K 


A cet effet, on introduit pour tout réel t tel que 0 < t < 7/2: 
— [22 : 2 . 2 2k 
I, = [cos @) dt ; Jk = [3 cos” 4(t) dt 
1°) convergence de la suite (Jk/Ix). 


a) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre réel t tel que 0 <t < 7/2 : t < 3 sin(D ; 


2 
b) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier k tel que k 2 0: 0<J, < T (a) 


c) Exprimer Ik en fonction dàlwen intégrant par parties Ik+ı (on pourra poser u'(t) =cos(t) et 
v(t) = cos™!(t) dans l'intégratiompar parties). 
d) Déduire des résultatspréCédents que Jk/Ik tend vers 0 quand k tend vers +o. 
2°) Convergence et limite de la suite (Sn). 
a) Exprimer Ik en fonction de Jk et Jk-1, en intégrant deux fois par parties l'intégrale Ik (k > 1). 
b) En déduire da relätion suivante pour k > 1 : 
JL, I 1 
Ils I 2k° 
c) Cal@ulerdo et Io, puis déterminer la limite S de la suite (Sn). 
d) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier k > 2 : 


1 1 1 1 1 
e E E 


k k+1 k? k-i k 
En déduire un encadrement de Sn+p — Sn pour n > 1 et p 21, puis de S — Sn, et montrer que 





2 


1,1 : 1 ; 5 : À à 
OS, —S+—<—. Autrement dit, Sı + — constitue une valeur approchée de S à — près. 
n n n n 


e) Ecrire un programme en PASCAL calculant et affichant une valeur approchée du nombre S à 
10 près. 
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Extension de la notion d'intégrale. 


13. 


14. 


1 
1°) Justifier l'existence de I = f x’ In(x)dx et calculer sa valeur. Mêmes questions pour 


J= [ In(x)dx, K= (1 ent 


+0 De 





2°) Intégrale de Dirichlet : Montrer que l'intégrale D = | dx est convergente. 


Indication : en 0 pas de problème, en +0 faire une ns par parties sur l'intervalle [aX], puis 
X— +o. On ne demande pas de calculer sa valeur, qui est 7/2. Sachant cela, montrer que, läntégrale 





+o5inN(X 
F= f 9 dx est convergente et calculer sa valeur. 
PR 
Rappel: une fonction f majorée sur [a, b[ et croissante sur [a, b[ admet unedimite finie en b (b étant 


un nombre réel > a ou +0). Faites un dessin pour vous en convaincre. 
1°) Démontrer : Yt € [1, +o[ 1/(1 + t?) < 1/22. En déduire que la fonetion" ọ : [1, +00[ — R, définie 


+o 1l 
i 7 L 1+t° 


convergente. 








Quelle est la nature de l'intégrale [ "ae ? 

2°) Montrer que la fonction tan Ai une bijectiðùded-r /2, n/2 [ sur R. La réciproque de cette 
fonction est la fonction Arc tangente, notée Aretan. Etudier cette fonction : ensembles de départ et 
d'arrivée, continuité, sens de variations, limites. Tracer sa représentation graphique dans un repère 
orthonormé. Déterminer Arctan(0), Arctan(1). 

Montrer que la fonction Arctan est dériwable et calculer sa dérivée. 

En déduire la valeur de I. 

3°) Soit n un entier naturel. Etablir WE 


Vyzl rs DA P 
1— k=0 1-y 


> Da DS 


Le 











7432 v 1 (=x Nay 
+1 0 1+x° 

ms Dee 

ko 2k+1| 2n+3 








Déduiré de ce dernier résultat la belle formule : 

n = 4.(1 — 1/3 + 1/5 -1/77 +...) 
et un algorithme rédigé en turbo-pascal qui calcule une valeur approchée de x à une précision 
donnée près. 


15. Autour de la fonction x — exp(-x? ). Introduction à la loi normale. 


1°) Etudier f : x E exp(-x?). Déterminer les points d'inflexion de Cr. Tracer Cr. 
2°) Montrer que f est de classe C” sur R et que pour tout entier naturel n il existe Pn polynôme de 
degré n tel que VxeR f(x) =P;(x).exp(-x?). 
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3°) Soit F(x) = f exp(—t°)dt . Montrer que F est croissante sur R. Montrer que pour tout t > 1 : 
exp(—t?) < exp(—t). En déduire que F est majorée sur R. 


+00 +00 
Montrer que les intégrales : [ exp(-t”)dt , [ exp(—t”)dt sont convergentes. 


4°) On admet que [” exp(—t” )dt = ve . Calculer f exp —t’ )dt . 





Calculer f exp -t° /2)dt (changement de variable y = T ), 
+0 B (t— m)? 5 
f exp J dt (changement de variable). 
o? 


5°) Soit GŒ) = [ texp(~t°)dt. Calculer G(x). En déduire que l'intégrale À Ééxp(—t)dt est 
convergente . Montrer que l'intégrale f texp —t”)dt est convergente etwaut 0. 
6°) Montrer que l'intégrale f t.exp —t”)dt est convergente et calculer sa valeur, à l'aide d'une 


intégration par parties. 
Le résultat "établi" au 4 ) : f exp -t?/2)dt = V2r EST MCONNAITRE. 


Comparaison d'une série et d'une intégrale 


16. La série de terme général —— est divergente : démonstration par comparaison avec une intégrale 


Jn 


généralisée. Démontrer successivements 


VneN#Vteln,n+1] l < 


1 
RI JE dao 
n+ dt 


a” re F 
Ke2 DT sf Dee 


En déduire le résultat annoncé. in ne 





IA 





Vá e N“ 





. Pp +00 1 
17. Série dé Bertrand. 1°) Montrer que l'intégrale Í ——— dt est convergente et calculer sa valeur. 


2 t(In(t)) 
. 8 à i l 
2° En vous inspirant de l'exercice précédent, montrer que la série de terme général n(n) | 
n (In(n 


n 2 2, est convergente. 
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18. (isg 89 ) Pour n entier naturel non nul on définit la suite (Sn) par : 


JUS au? n!” 








1°) Justifier pour k entier naturel non nul l'encadrement : 
1 2 hé dx x 1 
(k+? k x” k! 
2°) En déduire l'encadrement : 
po dx < 


13> = x! 











3°) que peut-on dire 7 la suite e ? 
4°) A l'aide d'encadrements analogues, montrer que la suite (Tn) définie par : 


1 1 


1 
tout gaa et aE 


est convergente. 


Sommes de Riemann 
19. Calculer les limites quand n tend vers +% des sommes suivanités : 


ni" i 1 ı dt T 
—_ nè ———— (rappel: dt=2)} — > sin 
> D 2 ns ( PP 01+t° D TSi [ie z), 


k= N k=1 2n Ki 





20. (esg 94 2° épreuve.) Soit k un entier naturel fon nul et soit la suite (Un)neN+ définie par : 
à k 
if i 
Vne N* U= > —| — 
2 n É + ) 
1°) Déterminer la limite de cette suite pour k = 1, k =2, puis k =3. 
2°) Pour k quelconque > 0 détérminer la limite de la suite (Un). 


21. Soit n un entier > 2 et wh = nr). Démontrer : 
n 





N ka 
#)/n 1. k+1 
1°) Y k € [l na În£ < f ndx < M. 
n n k/n n n 
1 1, 1 
2°) un < f In(x)dx < u- -M—. 
1/n n n 
3°) EL, < u, < Eas, 
n n n n 
4°) iMac i = -1. 
5°) lim » EES 
n—>+0 n” e 


n 


22. Pour n e N on note un = L5 


N kä 
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1°) Montrer que pour tout k appartenant à [[0, n—1]] : 
Lo < Maa % Iaer 
n k/n n 


2°) En déduire un encadrement de un et la limite de un quand n tend vers +00. 
3°) Retrouver cette limite en calculant un en fonction de n. 


23.Soit f la fonction définie pour tout x strictement positif par : 
2 
e E 
2 2 
1°) Etudier les variations de f. montrer que c'est une fonction convexe. Donner sa représentation 
graphique. 
2°) Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0, +c[. En déduire que l'iñtégrale 


1 
ff (x)dx est convergente et calculer sa valeur. 


1€ j 
3°) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On pose : S, =— ` (i) 
n4 n 

F1 


a) Etablir, pour tout entier j vérifiant 1 < j < n, les inégalités : 


ne. ji Fe 
pie) < i Fdez Lf) 
n n J n \n 
n 
b) en déduire l'encadrement : 
1 1 
f f(x)dx <S, < me) + [ f(x)dx 
LE n n NS 
n n 


c) Montrer les inégalités : 
1 
< k f(x)dx 


1/1 
O<—f| — 
n (n 0 
d) Montrer que la suite (S.)}éshconvergente et déterminer sa limite. 


)(2n +1) 
: | 





n 
1 
4°) On rappelle que poüñtout entier naturel non nul n, on a l'égalité : > k? = aut 
k=1 


n 
Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la somme Ji Hi) en fonction de n. En déduire la 
n 


j=l 


f—+on n! 


n 
limité: lim Lafe) 


Annales E.S.C.L. 


e escl 88 1°) Vérifier : V x e [0, +œ[ 0 < In(1 + x) < x. En déduire la limite de quand l'entier n tend 
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vers +0 de f ma +x")dx. 


n 


X 





1 
2°) Soit u la suite réelle définie par un = [ dx. Montrer que pour tout entier naturel n non nul 


n 


1+x 
_ h(2) 

© n 

En déduire la limite de un et celle de n.un quand n tend vers +o. 


n 


1 [ In(1+ x" )dx. (On pourra utiliser une intégration par parties.) 
n 


1 
e escl 89 Soit I la suite de terme général In = [ x'e ‘dx 


1°) a) Calculer lo et I. 


1 | 
b) Montrer que pour tout entier naturel n, In < rt Etudier la convergence dela suite I. 
n + 
2°) Calcul d'une valeur approchée de Iis. 
a) Montrer que Yne N Ihn =(n+ 1)h-— 1/e, et: 
n! 1 n! 
— + 
e woi m+k)! (n+p) 
b) En déduire que pour tout n dans N : 
2 ! 
n! 1 F n! 2 1 
e(n+k)! (n+p+D! (n+1)°1 


c) Comment peut-on choisir p pour que 


I 


1 n+p 








0O<h- 














| P 
dates 1 6 9 
e m (15+k)! 
En déduire là l'aide de la calculatrice une valeur approchée de I15 à 10% près. 
15! 1 l 
c*) Ecrire en turbo-pascal un programme qui affiche une valeur de z ` PES STE pest fourni 
e k=1 + è 


par l'utilisateur. On veillera à mifimiser les calculs. 


e escl 90 Pour tout n dans Ngon pose : 


n+2 


À W 1 X 
Te a 





1°) Quelle e$t la dérivée de la fonction f : R — R définie par f(x) = In(x + V1+ x° ) ? Calculer Io. 
2°) Calculer de 
1 
3°) Montrer que pour tout n dans N, O < In < en En déduire la limite de In quand n tend vers 
n + 


+00! Montrer que Jn tend vers 0 quand n tend vers +00. 
1 1 


J nE wA 





4°) Etablir à l'aide d'une intégration par parties : In 


n° 


Quelle est la limite de nl, quand n tend vers +00 ? 


e escl 91 Pour tout entier n supérieur ou égal à 1 on pose : 
o 5 op x” 
h=[fx'mi+x)dx et h= [dx 
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1°) Etude de la suite (Jn)npı. 

a) Calculer J1. 

b) Montrer que pour tout n supérieur ou égal à 1 O0 < Jn < 1/(n+1). 

c) Etudier la convergence de la suite (Jn)np1. 
2°) Etude de la suite (In)n>1. 

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n supérieur ou égal à 1 : 

sage 

Fe MEL El 
b) Etudier la convergence de la suite ( In)n>1. 
c) Déterminer un équivalent de In quand n tend vers +. 


n+2 * 


1 
x. In) * 





e escl92 Soitf:]1,+c1[ TR l'application définie par : Vx e ]1, +œ[ f(x) = 
1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative. 


2°) Montrer que pour tout entier k tel que k> 3: f(k) < ff (x)dx < f(k- 1). 


Pour tout n € N tel que n > 2 on note Sn = Sfk) f 


k=2 


3°) a) Montrer que pour tout n e N tel quen 22: Sn- 





aS £ [ f(x)dx <S, — 





n.in(n) ` 
b) En déduire que pour tout n e R tel que n > 2: 
In( In(n) ) — In( In(2) ) < Sa < In(dn(n) X — In( In(2) ) + 1/21n(2) . 
c) Etablir : Sa ~+% In(In(n)) . 
Pour tout n € N tel que n 2 2 on note : 
Un = Sn — In( In(n+1) ) et Vn = Sn — In( In(n) ). 
4°) En utilisant le résultat de la questiôn.2), montrer que les suites (Un)n>2 et (Vn)n>2 sont adjacentes. 
On note £ leur limite commune. 
1 


n.ln(n) 





5°) a) Montrer que pour tout nte N tel que n 2 2 : 0 < vn— £ < 


b) En déduire une valéur’approchée de à 107? prés. 
b*) Ecrire un programmē en turbo-pascal qui utilise le résultat du a) pour calculer et afficher 
une valeur approchée de 4 à moins de e près, e étant un nombre réel > 0 fourni par l'utilisateur. 


e escl93 Pourtout entier naturel n on pose : 
Ía eg expt-x?).(-x)dx et Jn= [xexp(-x?)(1-x)"dx | 


1°) a) Former le tableau de variations de f : [0, 1] — R, x — x.exp(-x?). 


1 
2e.(n +1) 
c) Etudier la convergence de la suite (Jn )neN. 
2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout n de N : 
1 2 


h= — — J 
n+1 n+l 


b) En déduire, pour tout nde N:0< Jn < 





En déduire la limite de In et celle de nIn quand n tend vers +o. 


n+l’ 


e escl 94 On pose pour tout entier naturel non nul n : In = f (In(x) )"dx ,etlo=e- 1. 


1°) a) Etablir, pour tout entier naturel n : 141 = e — (n+1)L. 
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b) Montrer, pour tout entier naturel n : In > 0. 


c) Déduire des questions a) et b) que, pour tout entier naturel n : 0 < In < T . 
n+ 
d) Quelle est la limite de la suite (In)neN ? 
e) Montrer : In ~+% = 
n 


2°) Soit a un réel différent de Io ; on note (Un)nen la suite réelle définie par : 


u —à 
VneNu,,=e-(n+lu, 


Montrer : lim | Un | = +00 . (On pourra considérer la suite (Dn)nen définie par Dn = | Unan | .) 
n—+00 











1 
e escl95 On définit la fonction f : [2,+0[ —> R, x — = 
x^ -l1 
(0) PA 2 2 Z ` 1 1 
1°) Démontrer que pour tout réel x supérieur ou égal à 2 : — < f (x) < i 
X Xa— 


2°) Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on définit l'intégrale» f = f f(x)dx . 


a) Démontrer que : lim I, = +. 


n—+00 


b) On définit la fonction F : [2,+0[—R, x =I x Vx°—1). Calculer la dérivée de F, et 


en déduire une expression de In en fonction de ri. 
c) Déterminer la limite de In — In(n) quand nttend yers +o. 
3°) On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 : Sn = >. 


k2 4k° -1 l 





a) Montrer que : In+1 < Sn < In + PN 
b) Trouver un équivalent simple desSn quand n tend vers +o. 


1 
e escl96 Pour tout entier naturelin on pose : In = [ Le dx, 


1°) a) Montrer que, pour tout entier naturel n : 0 < In < 1/(n+1). 

b) En déduire quàla süite (In )nen converge et donner sa limite. 
2°) A l'aide d'unésitégration par parties, établir, pour tout entier naturel n : 

1 lia 

+ ; 
e(n+1) n+1 
3°) ay En déduire pour tout entier naturel n : 
e(n+1) (n+1)(n+2) 
b) Trouver un équivalent simple de In quand n tend vers +o. 








1 
e escl 98 1°) Soit x e [-1,1[. a) Montrer, pour tout n de N et tout t de [-1, 1[ : —— 


l-t k=0 


| 
mM- 
-~ 
w 
Il 
| 
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n+l 





n+l 











n t 
b) En déduire, pour tout n de N et tout t de [—1, x] : = E St < TE 
x” 1 
c) Etablir, pour tout n de N : — In(1— x) — 5o — . 
mo k+1 (n+2(1-x) 








[sic] converge et a pour somme —In(1 — x). En particulier; 
nèl n 


1 

montrer D - = In(2). 
n=1 N 

2°) Un joueur lance une pièce de monnaie équilibrée jusqu'à l'obtention du premierpilés S'il lui a 

fallu n lancers (n € N*) pour obtenir ce pile, on lui fait alors tirer au hasard un billet de loterie 

parmi n billets dont un seul est gagnant. Quelle est la probabilité que ce joueur gagnè ? 


e escl 98 bis (sujet de secours) Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) = 





*' +1 


1. Vérifier que f est paire et étudier les variations de f. 


g $ 2% 1 . 
2. Montrer que, pour tout réel x, l'intégrale f ce existe! 
x tf+ 


On définit la fonction réelle F sur R par F(x) = Ñ í 
x + 


3.a. Etudier le signe de F. 
b. Etudier la parité de F. 








4. a. Montrer, pour tout réel x strictement positif i < F(x) < 


x +l 
b. En déduire les limites de F en reto. 

5. a.Vérifier, pour tout réel x : (Le MxF x) > 0. 
b. Dresser le tableau des variations de F sur [0, +f . 


On admettra qu'une valeursappřochée de 147! 


F sur [0, +f f est 0,37. 
c. Tracer la courbé représentative de F dans un repère orthonormé (unité 5 cm). 


est 0,52 et qu'une valeur approchée du maximum de 


6. a. Montrer, pourtout réel x strictement positif : 
xX 2x dt X 
< 
16x4 (16x +1) le PAUSE 





xt x (RE) 


7 IE 
b.. Ef déduire que F(x) est équivalent à TE au voisinage de +o. 








X 
; 1 < kydk) < 44n+4 
Wa. Montrer : Yn e N Vt>0 = Ta” VAE, 
DAT 1 
b. En déduire que, pour tout réel x de JO, SL la série So- 1° &—— ET x°"*! converge. 
= n + 


c. Montrer, pour tout réel x de ]0, 1/21 : 
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An+1 
2 -1 x 4n+1 


An +1 





HG = CD 


e escl99 Pour tout entier naturel n, on pose : Wn = | cos” tdt. 


o n]a 


1. Calculer wo et w1. 
2. Montrer que la suite (Wnhnen est décroissante. 
3. Montrer, pour tout entier naturel n : Wn > 0. En déduire que la suite (Wn)nen est convergente. 


4, Soit n € N. A l’aide d’une intégration par parties, montrer : Wn+2 = (n+1) | cos" t sif’ tdt. En 


© n]a 


n+1 
n+2 





déduire : Wn+2 = Wn. 


n+1 





5. Montrer pour tout entier naturel n, en utilisant 2. Et 4. : 0 < W#S wa < Wn . En déduire : 


n + 
Wn+1 ~ n—+0 Wn. 
6. Montrer, en utilisant 4. , que la suite (Un)nen de terme général un = (n + 1)WnWn+1 est constante. En 


T 


déduire : Wn ~ n>+0 4] —. 
2n 


e escl 2000 (également étude de fonctions) On considère la fonction f : J-1;+[— R définie , pour tout 
x de ]—1;+o0[, par : 
1 six=0 


f(x)= 
(x) h(1+ x) six €] 0 0)0;+001. 
x 


1. a. Montrer que f est continue sur ]-1;+00 . 
b. Montrer que f est de classe © Sur ]1, O[ et sur 10, +oo[ ]—1;0[ et sur ]0;-+c0[ . 
Pour tout réel x de ]—1;0[6/10;-201 , calculer f '(x) . 


1 

c. Montrer que f'(x) tend vers — 3 lorsque x tend vers 0. 

d. En déduirequë fest de classe C! sur ]—1;+001. 
2. Montrer. Vx e]—1;+001, DE —In(1+x) <0. 

x +1 
En déduire lés variations de f . On précisera les limites de f en —1 et en +. 
2x 

3. Montrer que , pour tout x de l'intervalle ] —-1/2, +, l'intégrale f f(t)dt existe. 


4, On considère la fonction F définie, pour tout x de]—1/2, + ol, par : 
F(x) = [ro 


a. Montrer que F est dérivable sur ]-1/2; +cwl[et que F est croissante . 
b. Montrer : Vx e0;+01[, F(x) > xf (2x). 


c. En déduire que F(x) tend vers +œ quand x tend vers +00. 


1 
d. Montrer que l'intégrale i f(t)dt est convergente. 
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En déduire que la fonction F admet une limite finie en — T On ne cherchera pas à calculer cette 
limite. 


e escl 2001, extrait ; cf chap VII. 


1°) pour tout entier naturel n, on considère la fonction fn : R — R définie par : 
—t,n 


vte R, fit) = n! 
0 sit<0 


sit>0 


+00 
a) Soit n e N. Montrer que limi-»4++ t? fn(t) = 0. En déduire que l'intégrale [ fa (t) dt estiwonvergente. 


€ 





x Xn x 
b) Montrer : Yn € N*, YX € [0 ; +f, Leo dt = "+ fes (t) dt. 


n 


c) En déduire: Yne N, Fo (t) dt = 1. 


e escl 2002 On considère, pour tout n € N*, la fonction polynomjæle ip% : [0 ; +co[ — R définie, pour 


tout x appartenant à [0 ; +co[, par : 
2 2n-1 2n 


2n f_4\k yK 2 
PoS l agi e à x 
ki kK 2 








+ 
2n—-1 2n 


I. Etude des fonctions polynomiales Pn 


2n 
-1 
1°) Montrer, pour tout n eN* et tout x € [0 ;: Ro P", (x) = 





9 


x +1 
où Pn désigne la dérivée de Pn. 
2°) Etudier, pour n e N*, les variations Qen sur [0 ; + et dresser le tableau de variations de Pn. 
3°) Montrer, pour tout n € N* : PAIA. 





4°) a) Vérifier, pour tout n ,N*%f tout x € [0 ; +f : 
1 x 
P (x)=P_ (x)+x™"] — a 
ART | 2n4 | ) 


b) En déduire, pour topt ne, N* : P:(2) > 0. 

5°) Montrer que, pguAtoyffn = N*, l'équation P:(x) = 0, d'inconnue x € [1 ; +[, admet une solution 
et une seule, notée#smet que 1 < Xn < 2. 

6°) Ecrire ungrogræfnme en langage Pascal qui calcule et affiche une valeur approchée décimale de 
x2 à 10” pêg 

t™ -1 


dt 
t+1 





IL. Liste la suite (Xn)neN*. 1°) Etablir, pour tout n e N* et tout x € [0 ; +co[ : P (x) = [ 














PE RO nt =i 11-t*" 
&9 En déduire, pour tout n e N* : f dt = dt 
1 t+1 0 t+1 
3°) Démontrer, pour tout n eN* et tout t € [1 ; +o[ : t” — 1 > n(t? — 1). 
x t™ -1 v2lin2 
4°) En déduire, pour tout n € N* : f | dt> (x, —1), puis: 0<x, -1< 
1 t+1 2 n 
5°) Conclure quant à la convergence et à la limite de la suite (xn)neN*. 


Annales E.S.C. 
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e esc 97 Soit n un entier naturel non nul. On pose : In = f x’ (ln x)"dx 


1. Calculer I. 

2. a) Etudier le sens de variation de la suite (In)n>1. 
b) Montrer que la suite (In)n21 est convergente. 
c) Montrer que, pour tout x € [1,e] : In(x) < x/e. 
d) En déduire lim h. 


n—+00 
e? n+l 
3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul : In+ı = a 





b; 
3 


b) En déduire lim nln. 


n—+00 


e esc98 Soit I, = Ea n(1+x)dx,n €N. 


1. Calculer Io. 
2. (a) Montrer que In 2 0 pour tout n e N. 
(b) Etablir que la suite (In)nen est décroissante. 
(c) En déduire que la suite (In)neN est convergente. 
3. (a) Justifier l'inégalité : x” In(1 + x) < x” pour tout x € [0, M} 
(b) En déduire que pour tout n € N : In < 1/(n+1) 
(c) Calculer lim Ih. 


n—+00 








2 l In(2 1 ax" 
4. (a) En utilisant une intégration par parties,montrér que In = E f X dx. 
n+] n+1®1+x 
1 n+l 1 
(b) Montrer que 0 < 2 dx < et en déduire un encadrement de Ihn. 
01+x n +2 
(c) En déduire : lim nb. 
e _esc 99: voir chapitre VIIL 
esc 2001, extrait. cf chap VI 
+00 ]n t 


1°) On pose pour tout entier naturel n non nul l'intégrale : I, = Í ~ dt. 
t 


' A In : à 
a) Calculer pour A 2 1 l'intégrale [ dt et en déduire que Iı est divergente. 


b) Morñtrer grâce à une intégration par parties que pour tout entier naturel n > 2, l'intégrale In 





convefge et vaut : 
G= 


c) Etudier les variations de la fonction f définie sur [2 ; +co[ par f(t) = 22 et donner sa limite en 
t 
+00, (On donne Ve = 1,65.) 


+00 
d) En déduire grâce à Iz que > — converge (on ne cherchera pas à calculer cette série). 
k=2 
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° esc 2002 On considère, pour n entier naturel non nul, la fonction fa définie sur R+ par: 





fax) = —nLnx — pour tout réel x strictement positif. 
n+l+nx 
On définit également sur IR. la fonction À par : A(x) = Lnx pour tout x strictement positif. 
l+x 


1°) Montrer que les fonctions f, et h sont continues sur R“ et étudier leur signe. 


+ +00 3 . 
2°) a) Montrer que l’intégrale impropre f Lnx .dx est convergente et déterminer sa valeur. 
x 


b) Montrer que l’intégrale impropre i h(x).dx est convergente. 
Dans toute la suite de l’exercice on note alors K l'intégrale impropre : K = [” h(x) dx . 


1 
3°) a) Montrer, grâce au changement de variable u = L que K= — WOX 
+00 


b) En déduire que l’intégrale impropre L |h(x)ldx converge et est égale à 2K. 


c) En déduire également que l’intégrale impropre M h(x).dx converge et vaut 0. 
4°) a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, | fn (x) S A(x). 
En déduire la convergence de l’intégrale p f @).dx. 

h(x) 


b) Montrer que pour tout réel x strictement positif, h(x) — fn (x) = y 
n+l+nx 


c) En déduire successivement : 


0< j'a ana s A 








-K < [at - F0) RÉ À 


d) Montrer que lim [” fx} dx = 0. 
n—>+00 0 n 


Annales EDHEC 
1 
e edhec93 Pour n appartenant à N, on pose : In = f x” sin(nx )dx 
1°) a) Montrer que pour tout n dans N 0 < In < 1/(n+1). 
b}'En déduire que la suite (In ) converge vers 0. 
2°) Calculer Io et Iı. 
3°) Trouver une relation de récurrence entre In et In-2 pour tout n supérieur ou égal à 2. 
42) Démontrer par récurrence : V p 2 1 


20p)! Ex (2p)! 
Izp = (—-1)P +>% (-1 
2p ( ) m?” x ) g’! (2p 2 2k)! 


e edhec 95 : voir chapitre IV, suites et séries 
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e edhec 96, exercice 1 On considère la suite (dn) définie par 


do=1,di=0 et V n € N* durs = n(dn + dn-1). 
1°) a. Calculer d2, d3, d4, ds. 


b. Montrer que : Y n € N dn € N : dn = (n + 1)dn + (—1)"*! 


PEP ; 6. LES 
2°) On considère, pour tout entier naturel n, l'intégrale In = —[t e'dt. 
n! 


a. Calculer Io, puis exprimer, pour tout entier naturel n, In+ı en fonction de In. 
b. En déduire que : VY n e N e.dn =n! (1 +(-1)"h). 
1 
HE 
d. Vérifier que cette dernière inégalité détermine parfaitement dn pour n > 2, puis retrouver la 


` i ; 5! 
valeur de ds obtenue à la deuxième question et calculer dio. On døónne) = ~ 44,15 et 


e 
10! ; zgd AA 

— 7z 1334960,92 à 5.10 près. 

e 


n! 
d, -— 
e 


< 





c. Montrer alors que: VneN, 








e edhec 96, exercice 3 (également étude de fonction) 
1°) Montrer que pour tout t > 0 : In(1+t) > t/(1+t). 
2°) Soit f la fonction définie pour tout réel x par : f(x) = e~* Mm(T+e* ). 
a) Pour tout réel x, calculer f ' (x) et en déduire les vafiations de f. 
b) Calculer dim f(x) et dim f(x). 


3°) a) Pour tout réel x, vérifier que : f(x) = 1 =@'(K)- e* /(1+e* ) En déduire, en fonction de f, une 
primitive F de f sur R. 


+00 
b) Montrer que l'intégrale f f(x)dx est convergente et donner sa valeur. 


4°) Soit a un réel et g la fonction définie"par : g(x) = 0 si x < 0 et g(x) = a.f(x) si x 2 0. Déterminer 
a pour que g puisse être considérée é6mme densité d'une variable aléatoire X. 


e edhec 98 (extrait du problème voir chapitre VII ) 
On considère la fonctiowdéfinie pour tout x > 0 par f(x) = 1 -e *. 
1°) a. Dresser le tableau de, variation de f. 
b. Montrer que : Y x € R f(x) < x, l'égalité ayant lieu seulement pour x = 0. 
2°) a. Montrer qüe#pour tout entier naturel n et pour tout réel x : 
4 SED" ft)" a 
e r F +(-1) [ = e ‘dt 


b.Æn écrivant l'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que : 
2 3 2 


YxeR+** -ŽŽ <x-f(x)<% 
2 2 


edhec 99 : voir chapitre VIII. Rien en 2000, guère plus en 2001, voir chapitre VIII. 
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e edhec 2003 On note f la fonction définie, pourstout réel x strictement positif, par : f (x) = = 


—xin x 


2 


| Tr. Yx > 0,f(x) = 
edhec 2002 On note f la fonction définie sur R+ par : 1+x 


f(0) = 0 





1°) a. Vérifier que f est continue sur R+. 
b. Etudier le signe de f(x). 
2°) Montrer que l'on définit bien une fonction F sur R+ en posant : 


Yx E R, FŒ = [ fDdt 


3°) Pour tout x de R+, on pose : g(x) = F(x) — x. 
a. Montrer que g est dérivable sur R+ et que, pour x > 0, on peut écrire g'(x) sous la forme 
-x h(x) 


"(x = 
g) 1+x° 





b. Etudier les variations de h, puis en déduire son signe (on donne In é-0,48 ). 


V5 -1 
2 

c. En déduire le signe de g(x). 

4°) On définit la suite (un) par la donnée de son premier terme uo =flMet la relation de récurrence, 

valable pour tout n de N : Un+1 = F(un). 

a. Etablir par récurrence que : Vn € N, un € [0, 1]. 

b. Montrer, en utilisant le résultat de la troisième question, quéun)æst décroissante. 

c. En déduire que la suite(u,) converge et donner limn->+ (A). 


x? 
. r +0 
1) a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, montrer que l’intégrale 1, = Í f(x)dx est 


convergente et exprimer In en fonction den: 


b. En déduire que I ~ A 
+0 


2) Montrer que la série de terme" général un = f (n) est convergente. 
3) a. Établir que : Vke IN*, Y øk + 1) < f fodx < f(k. 


b. En sommant soigneusement cette dernière inégalité, montrer que : 
1 
#00 


+ er 
Du £ In < Ju, + a 


k=n+1 k=n+l 
1 
+00 k 
Kd | ; A un ; e 
4) Déduire des questions précédentes un équivalent simple de EX 
k=n+1 


Annales ECRICOME 
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1 
e ecricome 91 Pour n appartenant à N on pose : u(n) = [ V1—x" dx.. 
1°) Calculer u(1). 
2°) Montrer que la suite (u(n))nen est croissante et convergente. 


3°) Montrer que pour tout X appartenant à [0, 1]n, ona:1-X< VI-X <1-—X/3. 
Interpréter graphiquement. 
4°) En déduire un encadrement de u(n) et la limite de u(n) quand n tend vers +o. 


r/4 
e ecricome 92 On définit la suite u par un = [ tan ""*(t) dt. 


1°) a) Rappeler la valeur de la dérivée de la fonction tangente sur ]J-x/2,7x/2[ 


b) Calculer alors uo. 
2°) Montrer que la suite u est décroissante. 





3°) Montrer que quel que soit n dans N : uUn+1 + Un = ; 
2n +3 


1 


4°) En déduire que pour tout n dans N : ———— <u, s — s- 
2(2n +3) 2(2n% 1) 


puis donner un équivalent 


simple de un lorsque n tend vers +o. 


5°) On pose Sn = D CU 
ZLk+1 





a) Montrer que pour tout n dans N : Sn = 7 +6 Du, 


b) En déduire la limite de S, et un équivalent de Sn — 7/4 lorsque n tend vers +o. 


e Ecricome 93 
Soit x un réel strictement positif. On pose pour tout entier naturel n : 
z 1 l 1 1)" 
Sn(X) = D (-D° à Roue ( ) 


T0 TERAN x+2 | n+x+l 








On se propose d'étudier lalimite*S(x) de la somme Sn(x) lorsque n tend vers +00. 
X+p 


— :HO<T<I 
1°) Pour tout entiecnaturel p on pose : fh{t) = 41+7 dé i 


0 sit =0 


1 
et I p(x) = f fi(tdt. Montrer que, pour tout entier naturel p, l'intégrale Ip(x) existe. 











1 n _] n+l ¿n+l 
2°) MOntrer que pour tout réel t e [0, 1] , on a: — = > (-D't* + CDP 
l+t ko 1+t 
3°) Déduire de ce qui précède que l'on a : 
1 t* : qe pprt 
dt = S (x)+R (x où R (x)=(-1 — dt. 
boa .CO+R,() CD = (D fer 
1 n+x+l 1 
4°) Démontrer que l'on a pour tout entier naturel n : 0 < t < , 
0 1+t n +2 
5°) Conclure que l'on a : S(x) = f : dt. 
01+t 
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6°) Etude du cas particulier où x = 1/2. 
a) En utilisant le changement de variable u = t/”? , calculer S(1/2). (Indication : u? = 1 +u? — 1.) 





1 dt T 
On rappelle que | —— dt = — . 
(On rappelle que [= dt= 2 ) 
2 1 T 
b) En déduire que l'on a : lim =D =—, 
3 Jin 2. Dei” 


— In(x) 

x 
Montrer que f est continue, décroissante, positive ou nulle sur ]0, 1]. f est-elle prolongeable par 
continuité en 0 ? 





e D'après ecricome OG 93 1°) Soit f la fonction définie sur [0,1] par : f(x) = 


, 1 {k 
2°) Pour n entier naturel supérieur ou égal à 2, on pose : Sa = — Di =) : 
né \n 


k/n 


a) Pour k e [[2, n]], montrer : fx) < Í f(x)dx. 
n n (k-1)/n 


k/n 


(k+1)/n 1 k 
b) Pour k e [[1, n-1]], montrer : Í f(x)dx < Lf=) 
n \n 


e) Déduire du a) et du b) : f i f(x)dx <S, < Í l f(x)dx + 0) 
n n n n 


3°) a) Soit a > 0. A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale ft (x)dx . En déduire que 


1 
l'intégrale [ f(x)dx est convergente et calculer sasvaleur. 


b) Quelle est la limite quand n tend vers + de di (= ? 
n \n 


c) Déduire alors du 2 )c) la limite de Sn qüand n tend vers +o. 

4°) Ecrire en turbo-pascal un programme qui : 

--- déclare la fonction f ; 

--- utilise cette fonction pour Calculer et afficher la valeur de Sn, n étant un entier naturel supérieur 
ou égal à 2 fourni par LätiliSateur. 


n 


1/Vkn 
5°) Déduire du 39t)‘la imite de Pa = II (2) quand n tend vers +o. 


k=1 


: 2 ; ns n! 
e ecricomé97 west un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose : un(a) = ——. 


J [@+% 
k=0 
1.. Étude de la convergence de la suite (Un(@))neN. 
a#Montrer que la suite (ur(@&))neN)) est monotone et convergente. Que peut-on en déduire pour la 
série de terme général (un(@) — Un+1(@&)) ? 
On note (a) la limite de la suite (un(&)}neN 


b. On suppose que {/(«) est non nulle. Démontrer : un(a) —Un+1() -n->+0 o a) , 
n 





c. Déduire de ce qui précède que (a) = 0. 
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2. Dans cette question : a € ]0, 1]. 





a. Montrer que: VneN u(a)2> : 
n+a 


b. Quelle est la nature de la série de terme général un(a) ? 

3. On pose, pour tout entier naturel n : In = Le (1 —e* j dt. 

a. Étudier la convergence de l'intégrale généralisée In(a) et calculer Io(c). 

b. Soit un réel x strictement positif. Intégrer par parties : f e™ (1 — e” y dt , et en déduire une 


relation simple entre In(a) et In-ı(&+1), pour tout n entier naturel non nul. 
c. En déduire que: V ne N h(a) = ua). 
4. On suppose désormais que a > 1. 


N 
. 1 
a. Montrer que, pour tout N entier naturel : > L (a) = me} Iya (@&-1). 


n=0 
b. En déduire que la série de terme général un(a) est convergente, et donn€r en fonction de a la 
+00 
valeur de Di (a). 


n=0 


e ecricome 98 (extrait ; voir chap VII) 1°) Soit g l'application dè&]0+[ dans R définie par : 
x e= = ]- SRE 
X +1 


X 
a) Montrer que g est dérivable sur ]0, +o[ et expliĉiten sa dérivée. 

b) Dresser le tableau de variation de g avec ses‘éventüelles limites aux bornes. 
2°) Soit f l'application de R dans R définie par x > f(x) = e * In(1 + e*). 

A l'aide d'un changement de variable, montrer que pour tout réel x positif, on a : 


[rat = g(e*) + 2 In(2). 





+00 
e ecricome 99 (extrait ; voir chapitre VII) On rappelle que l’intégrale généralisée fe" au converge et 
0 


vaut A Jr . Soit a uf réebétrictement positif ; si x est un élément de R*, on pose : 


X 2 7 _ 2 
I(x) = [ 2u2e™ duf et J(x)= fee alat. 
0 
1°) a) A l’aide d’un changement de variable, exprimer, pour tout élément x de R*, J(x) en fonction 
de LŽ) 
a 
1°) b) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout élément x de R*: 


I(x) = fe™ du Re. 
0 


(2) 





a HYP a` yr 
1°) c) En déduire que l’intégrale généralisée fee dt converge et vaut y 


0 
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e ecricome 2002 FAIT 
On considère la famille de fonctions (fn)nen* définies sur ]—1, +00[ par 
f(x) = x” In(1 + x). 
1. Etude des fonctions fn. 





Soit n € N*, on note hn la fonction définie sur ]-1, +o[ par h, (x) =n1in(1+x) + E 
+x 


1. Etudier le sens de variation des fonctions hn. 
2. Calculer hn(0), puis en déduire le signe de hnv. 
3. Etude du cas particulier n = 1. 
a. Après avoir justifié la dérivabilité de fı sur ]-1, +o[, exprimer f1'(x) en fonction dehi). 
b. En déduire les variations de la fonction fı sur 1—1, +. 
4. Soit n e N*\{1}. 
a. Justifier la dérivabilité de fn sur ]—1, +o[ et exprimer fn'(x) en fonction de h,:(*): 
b. En déduire les variations de fn sur ]-1, +c0[. (On distinguera les casæ pair et n impair). On 
précisera les limites aux bornes sans étudier les branches infinies. 
2. Etude d'une suite. 


On considère la suite (Un)nen* définie par : U, = f, fa (x)dx. 


2.1. Calcul de U1. 


1. Prouver l'existence de trois réels a, b, c tels que : Vx efO,i 








=ax+b+ | 
1 x+1 
2 





2. En déduire la valeur de l'intégrale f dx. 


1 
0x+1 
3. Montrer que U: = 1/4. 


2.2. Convergence de la suite (Us)neN*. 
1. Montrer que la suite (Un)nen* est mOn6tone. 
2. Justifier la convergence de la suite(Uf)1en* (on ne demande pas sa limite). 


3. Démontrer que : Vn eN* 0 < Yf < = 
n + 


4. En déduire la limite de lafsuite (Un)neN*. 


2.3. Calcul de Un pour n È 2. 


Pour x € [0, 1þet né N* on pose Sn(x) = 1x + x? +... + (1x = DD x. 
k=0 








_q\n n+l 
1. Montrer que S (x)= : +! DE 
1+x 1+x 
j | n (D a 1x”! 
2. En déduire que >~ =n2+(-1 dx. 
À ou ne 


3. En utilisant une intégration par parties dans le calcul de Un, montrer que : 


u -”2 0D 2-1-1. die ] 


À n+l n+l k+1 n+1 











173 


Annales ISC-ESLSCA 





2 x? 

sus ét: gx)= f 2 

In(t) x t.In(t) 

1°) Montrer que ces intégrales ont un sens lorsque x est un nombre réel strictement positif et 
différent de 1. 

2°) Déterminer explicitement la fonction g. 

3°) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur son domaine de définition et déterminer 

sa fonction dérivée f. 

b) Que vaut lim fœ? 


e eslsca 93 On pose : f(x) a| 


c) Déterminer les limites de f en 0 et en +o. 
4°) a) Déterminer lim [f(x) — g(x)], et en déduire lim f(x). 


b) Montrer que f ainsi prolongée est dérivable en 1. 
5°) Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté à uñ repère orthonormé. 
Déterminer l'allure de la branche infinie de (C) et enfin donner l'älüre We (C). 


e _eslsca 95 1°) Pour tout réel x > —1 et pour tout entier naturel n, on pose : 


x (x=t)" 
LG) = LT de. 
(x) 0 (+ t)” dt 


a) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que” pour tout entier n et tout réel x > —1, on a: 
nl 





410) = Lx Z. 
n+ 


b) Calculer Io(x), en déduire Iı(x), puis h(x). 


2°) Prouver par récurrence quepouf tout réel x > —1,et pour tout entier n > 0 : 


2 3 4 n n n 
In(1+x) = x = SN + ..+ DE + peua t 

VW 4 0 {+t)"" 
(Remarque : ces deùx questions prouvent en fait la formule de Taylor avec reste intégral dans un 
cas particulier ; éelle*ef étant dorénavant au programme, entraînez--vous à l'appliquer pour obtenir 
directement le 2°).) 
3°) Pour x£ompris entre 0 et 1, on considère la suite un(x) définie par : 


x (D° -t)" it 
o0 {+t)* 


n+l 
X 


Montrer que pour tout entier n de N: | Un(X) | < 1 
n + 


Un(X) = 


, en déduire la limite de la suite (u:(x) ). 





4°) Pour x compris entre 0 et 1, on considère la suite ( va(x) ) définie pour n > 0 par : 


x? x? xf x” 
v(x) =x- + + + (D, 
(x) Tea (-1) 


Montrer que la suite ( vn(x) ) converge et déterminer sa limite. 


e _eslsca 96 (également étude de fonction) 
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Partie 1. Pour n dans N et x dans R* on pose : f(x) = x" e`!“ 


fonction exponentielle de base e). 

1) Montrer que la restriction de fa à ]0, +æ[ peut être prolongée par continuité en 0. Ce 
prolongement est-il dérivable ? 

2) Déterminer les limites éventuelles de fn en —c, + et en 0 par valeurs inférieures. 

3) Etudier, suivant les valeurs de n les variations de fa. En désignant par (Cn) la courbe 


représentative de fn dans le plan rapporté à un repère orthonormé, préciser les positions 
relatives de (Cn) et (Cn+1). Tracer dans le même repère (Co), (C1 ),(C2), (C3). 


= x" exp(—-[/x). (exp désignant la 


Partie 2. Pour n dans N, on pose : I: = LE (x)dx 


1) Montrer que pour tout n dans N, In est bien défini. Etudier la monotonie de la suite (lh }: 

2) A l'aide d'un encadrement simple, montrer que la suite (In) est convergenté et déterminer 
sa limite. 

3) Pour n dans N, déterminer une relation entre In et In-ı. En déduire æm équivalent simple 
de In lorsque n tend vers +o. 


1 
e eslsca 98 m etn étant deux entiers naturels quelconques, on pose : Imn = f x" (1—x)"dx. 


se m 
1°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour m >X lp on a: [nn = A Im-1,n+1. 
n + 


2°) Calculer Io,m+n et en déduire la valeur de I: pour toutseouple d'entiers naturels m et n. 
3°) a) Calculer, pour tout entier naturel n, In,n. 
b) Montrer que l'ona:VnenN Inn < 1/4. 


4°) Calculer la valeur de Jun = fe cosu) adini uj" du. 


RPA à PERET f(x)=-xln(x) six>0 
e eslsca 99 On considère la fonction f définie sur R+ par £(0) =0 


1 
On pose, pour n entier naturėl non nul , In = f (f(x))" dx. 
0 
1. a) Montrer que, pouf tout€ntier naturel non nul, l'intégrale In est bien définie. 
b) Calculer Iı. (On pourra, pour € > 0, effectuer une intégration par parties dans l'intégrale 


1 
fr (x)dx , puis faire tendre £ vers 0.) 


1 1 
2. Onpose, pour h et k entiers naturels non nuls, Jn,k = Ea (In x)*dx et Jno = fx"ax | 
0 0 


à) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pour h > 1etk2>1,ona: 
k 
Jn = —— Jhx-1. 
h+1 


b) Calculer Jno. En déduire la valeur de Ji x. 
c) Calculer In. 
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0.6 Calcul Intégrales 


EXERCICE : 1 


On définie la suite (1,) en posant pour tout entier n 


n 
a x?e *dx 
0 


1° justifier que (1,) est une suite à termes positifs 
2° Montrer que (1,) est croissante. 

3° Exprimer I, en fonction de n. 

4° Déterminer la limite L de la suite (1,). 


5° Trouver le plus petit entierfytelfque |I, — L| < 107° 


EXERCICE : 2 
Soit la fonction f définie£urk par : 
In(1 + x? 
f(x)= AO si x+0 
f(0)= 0 


et Æ$a courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthogonal. On admet que est 
continüe sur R. r 

on se prépose d'étudier la fonction définie sur par F(x) = | f(t)dt 

On ne cherche pas à expliciter F(x) 


1° Déterminer les variations de F sur R 
0 


X 
2° Justifier que pour tout x strictement positif, on a f f(t)dt = -Í f(t)dt. En déduire 
0 


que F est paire. k 
3° a) Déterminer le nombre dérivée df en 0. 
b) Étudier la position de par rapport à sa tangente en 0.(on pourra utiliser que 
pour tout X>0, In(1+X)<X 
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c) En déduire que 0<F(1)< 


Dir 


In(#) In(1+#?) In(2#? 
4° a) Justifier que, pour tout t > 1 , on a al a Ci In(1 +t’) o ne ) 








lnt 
b) En déduire que, pour tout x > 1 , F(x jaft D'it 


Int 
c) Pour x > 1, Calculer f Tt, En déduire le comportement de F en +o. 


EXERCICE : 3 


On désigne par f la fonction définie sur ]0;+co[ par : 


1° Étudier le sens de variations de f. 
2° Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 8, on pose : 


k=n 


Un = f(8)+ f9) +-+ (nr) FU) 


k=8 


a)° Soit k un entier supérieur ou égal à 8. Démonfrer que 


k41 
f(k +A < f(t)dt < f(k) 
k 
b)° En déduire que pour tout A28; 
Gn-res |" rnar<u, 


nal 
c)° Calculer f(t)dt 
8 


d)° Déduiresdes question b) et c, que la suite (U,,) tend vers + quand n + 


3° Pouwtout entier n supérieur ou égal à 8, on pose : 


n+1 
V, =U, -f f(t)dt 
8 


Étudier le sens de variations de la suite (U,) et en déduire que : 


AE, OES f(hdt < Up. 


Puis que la suite (V,) est bornée. 
Montre que la suite (V,) est croissante. 
On admet que la suite (V,) converge. 


Démontrer que sa limite L vérifie 0 < L < 0,74 
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EXERCICE : 4 


Le but du problème est de montrer que le nombre e n’est un nombre rationnel Partie A 


Sur f la fonction définie sur R par f(x) = xe!™. 


On désigne par -sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormal d'unité 


graphique 4 cm. 


1° Étudier les variations de f. On précisera ses limites en —co et en +co. 


2° Tracer la courbe a 
1 
3° Calculer l'intégrale f f(x)dx et donner une interprétation géométriquede celle-ci. 
0 


Partie B i 


Pour tout entier n > 1 , On pose 1, = il x'el*dx 
0 


1°a°) Montrer que pour tout x de [0; 1]: 
xrexte *<exs 
b°) Exprimer en fonction de l’entier n l’intégralex 


1 
La | * dx 
0 


e 





c°) En déduire que pour tout n> 1, — <I, < 
) TAS à =  n+1 7 "T n+l 


2° Laide d’une intégration paf parties, montrer que, pour tout n > 1 , on a I4; = (n + 
iii 
3° Pour tout entier n #1 on pose K, =nle-1, 
a°) Exprimer Kfh à Vaide de K, 
b°) Calculer K&,.#(On pourra utiliser A.3°) 


En déduire, à l’aide d’un raisonnement par récurrence sur n , que K, est un 
nombre entier pour tout n > 1 
C) Montrer que , quelque soit n > 2 , le nombre n!e = K, + 1, west pas un nombre 
entier 
4° Soit p et q deux entiers strictement positifs. 
n!p ; 
Montrer que, pour n > q , — est un nombre entier. 


En déduire à l’aide de 3°b) et c) , que e mest pas un nombre rationnel (on pourra 


raisonner par l'absurde) 
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EXERCICE : 5 
Soit la fonction f définie sur KR par f(x) = e* £a courbe représentative dans le plan muni 


d’un repère orthogonal. 








f(x) = el-x2) 




















| 0 | 


=) -1 0 1 D =“ 


On se propose d’étudiet la fðnction F définie sur R par : 


1 2 
f e* dt. 
0 


(On ne chercher pas à calculer cette intégrale ). 
1° Étudier le sens de variation de F. 


2° Interpréter géométriquement F(x) pour x positif , pour x négatif .En déduire que F 
est impair. 


aa +. —+2 —2t 
3° a”) Vérifier que pour toutt>2,onae <e 


En déduire que pour tout x> 2,ona: 


x 


F(x)-F(2) < f e 2idt. 


2 
x 


b°) Calculer e ?'dt En déduire que pour tout x > 2 , on a F(x)—F(2) < et, puis 


NI = 


2 
que F est majorer sur R 
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c°) En déduire que F admet une limite L en +00 
Montrer que 0 < L — F(2) < 10 ?. 


d°) On considère les points A4,A2, A3etA4 de la courbe Z D’abscisses respectives 


1 3 
0, 5° ls 5 et 2 En utilisant la méthode des. 


4° En rassemblant les résultats précédent , donner l'allure de la courbe représentative 
de F. 


EXERCICE : 6 


A. Questions préliminaires 


1° On donne la fonction g définie sur R par : 
g(t}=e-t-1 


Étudier les variations de g sur R et donner son signe. 


2° Déduire de cette les variations et le signe sur R de la fofctior h définie par : 
t)=et-— 1 
g(t) 5 


B. Fonction définie par une intégrale Pour x > L, on pose 


i #+ 1 
P= f (1 tja 


1° Donner le signe de F sur [1;+&| 
2° Montrer que pour tout t > 0 


t+1 2 2 
tsita ia 
e -—t-1 t t 


3° Calculer f 
1 


4° a°) Justifier que x > 1 


$ y 2 
fi DE + SJdt pour tout x > 1 


2 
x—-1<F(x)<2Inx--+x+1 
x 
b°) En déduire la limite de F en + 
5°a°) Montrer que pour tout x > 1 


1 _ F(x) _2lnx 2 1 
LaS _— 








LES < rlks 
XX x x x 
F 
b°) En déduire lim de 
X—+00 X 
EXERCICE : 7 
On considère la fonction f définie sur R par : 
x 
0)=1et 0, 
f(0) et pour x + A 
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1°a°) Montrer que f est continue sur R. 
b°) Calculer f’ pour x + 0. 


c°) On note g la fonction définie sur R par : 
g(x) =e*- xe” -1 
Étudier les variation de g , puis le signe de g. 


En déduire , pour tout x non nul , le signe de f'(x). 
d°) Donner les variations de f. 


2° a°) Justifier pour tout réel x, l'existence de : 


2x 
H(x)= | ftdt 


x 
On définie ainsi une fonction H sur R. 
On appelle I sa courbe représentative dans un repère orthonormal 
b°) Soit F la primitive de f sur R. 
Exprimer H au moyen de F 
En déduire que H est dérivable sur R 


Montrer que pour tout x non nul , on a: 





H'a) AU - €) 


c°) En déduire les variations de H 


3°a°) Montrer en utilisant l’inégalité de la moyenne si x est non nul, 





H(x) f 
F est compris 


entre f(x) et f (2x) (distifiguer deux cas x > 0 et x < 0 ). 


b°) Déterminer la limite de M(x) lorsque x tend vers +00 
H(x) 





c°) Déterminer la limite de lorsque x tend vers —-co 


En déduire limite de H(x) lorsque x tend vers -co 
d°) Interpréter les résultats précédent pour la courbe [T 


4° Quelle aire réprésente H(In3) 
Déterminer un encadrement de H{(In 3) Par la méthode des rectangles , en utilisant la 
Subdivision : 
In3, rs 260 21In3 
3 3 
On utilisera les valeurs approchées à 107 près des images par f des termes de la 
subdivision donnée. 


5° Donner en tenant compte des résultats précédents, le tableau des variation de H , 
Puis l'allure de F 


EXERCICE : 8 
Soit f la fonction définie de [0;+co|[ par : 


f(x)=e™sinx 
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On note sa courbe représentative dans un repère du plan. 


Pour tout entier k positif ou nul , on pose : 


(k+1)r 
B= f fax 
k 


TT 
1° a°) Sans calculer B; déterminer le signe de By suivant la parité de l’entier k. 
b°) Donner une interprétation géométrique de B% suivant la parité de k 


2° Calculer B et montrer que la suite (B;) est géométrique , Préciser sa raisonet son 


premier terme Bo 
k=n 
3° On pose U,, = X B, 
k=0 
a°) Réduire U„ de deux manières différentes 


b°) Déterminer la limite U de U, en +00 
k=n 
4° On pose V, = XIB: 
k=0 
a°) Donner une interprétation géométrique dedB;| 


b°) Réduire V, 


c°) Déterminer la limite V de V, en +6 

1 1 2 

5° Vérifi — += = — 
érifier que ++ B; 


EXERCICE: 9 


Soit f la fonction définie sur R parí: 


et 


f(x)=x+ln4+ 





e*+1 
Zsa représentation grâphique dans un repère du plan. 
1° Déterminer limite de f en +c et en —oo. [0.5 pt] 


2° Calculer pour tout réel x, f(x) + f(-x), 

Que peut-on en déduire pour le point A(0; 1+In4)? [0.5 pt] 
3° Étüdier le sens de variation de la fonction f dresser son tableau de variation. [0.5 pt] 
4° a°) Justifier que, pour tout réel m l'équation f(x) = m admet une solution unique dans 

R [0.5 pt] 
b°) Déterminer un encadrement à 107! de la solution a de l'équation f(x) = 3 
Justifier la réponse. [0.5 pt] 

c°) Pour quel valeur de m le nombre —a est-il solution de l'équation f(x)=m? [0.5 

pt] 


5° a°) Montrer que pour tout réel x , f(x)=x+2+1In4- 


xX 


e 
eX +] 





[0.5 pt] 
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b°) Montrer que la droite (A) d’équation y = x + In 4 et la droite (A”) d’équation y = 
x+2+1n4 son les asymptotes de la courbe ( f 
Étudier la position de la courbe ( #j par rapport à son asymptote (A). [1 pt] 


6° On considère un réel positif À. 
À 





a°) Que représente l'intégrale : I(A) = | [f(x)-x-ln4]dx? [0.5 pt] 
0 
b°) Montrer que 1(A) = 21n 2 [4 pt] 
q p e^+1) R 


c°) Calculer À pour I(A) = 1, Puis donner une valeur approchée de À à 10 prèst [1 
pt] 
EXERCICE : 10 


On considère la suite (1,),en définie par : 








2 _f2 
e 
1, = f dt 
o LEE 
1° a°) Déterminer le sens de variation de cette suite. [0.5 pt] 
b°) Montrer que (I„) est une suite positive [0.5 pt] 
_ 2 
e 1 
°) Mont tout t € |0;1 : 2— < — et déduire que 0 < 1, < 
c°) E ou [0;1] ona sn $ pry t er déduire q ; 
n+1 
Que peut-on en conclure quant à la convergence de la suite (I„)nen? [1 pt] 


2° On considère f et g deux fônctions définies sur [0; 1] par: 


2 


xh=e *“+x-1 et (ten Er 
s 2 


a°) Étudier leéenSde variation et le signe de f. [0.5 pt] 

b°) En déduire le sens de variation de g sur [0; 1]. [0.5 pt] 

c°) Étäblir pour tout x appartenant à [0; 1], l'encadrement : [0.5 pt] 
x2 


1-x<e*<1-x+— 
2 


2 pour tout t € [0;1] [0.5 pt] 


d°) En déduire un encadrement de e` 
e°) Établir l'encadrement : [0.5 pt] 


2 23 
— < I; deon 
3(n+2) 30(n+1 


) 


f°) Donner une valeur de p réel telle que 1, < 107? [0.5 pt] 


Série De Synthèse 10 : Calcul Intégral 
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Exercice 1 : 


I) Calculer les intégrales suivantes : 


= T 
1) fè (tanx - dx 2) | + dx 3) J (tan Z In(1 +cosx)dx 
à de 1 2 
ax 2.2 2 2e^* 
4) f — 5) f sin‘ xcos”xdx 6) f — d 
IN ó o (1-e?*)ln(1 —-e2x) 
T 


1 — ,3 $ 
x? — sin 2x 
7) Í sin([1—-2x|-|1+2x|)dx 8) 2 d 


— à X 
1 4 V1 + x2 


II) Calculer les intégrales suivantes à l’aide d’une intégration parties : 
1 T 
1) | x?V1-xdx 2) f x? sin? xdx 
0 0 
4 e 
3) | x°Inxdx 4) | Inxdx 
e 1 
III) Calculer les intégrales à l’aide d’un changement de variable affine : 
1 
> ET l 2 x2 
1 x V2x+1dx 2 f — dx 
) J o (x—-1)3Vx £1 
1 1 
3) Í V1 -x? 4) f V1 +x%dx 
0 0 
Exercice 2 : 
1 Æ 
On se propose de calculer J = L Le 


1 e* 1 e* 
1) Calculer A = | SRE | =. 
o Ate” o (1+e*)2 


2) Déterminer troïswéels a, b, c tels que pour tout réel t positif et non nul on ait : 


1 DE bt d ct (1) 
(1+6)2 Got (1+t)}? 
1 


3) En pOsant t = e* dans (1) calculer I = i Teen” 


4)\fa) A’aide d’une intégration par partie exprimer J en fonction de I. 


b) En déduire la valeur de J. 


Exercice 3: 
2 
dx 
On pose K = f —— 
V2 Vx? -1 


1) Soit f la fonction de ]0;+co[ dans R définie par : f(x) = In(x + Yx? - 1) 


2) Calculer la fonction dérivée de f. En déduire la valeur de K. 





2 v2 2 
x 
3) On pose J = f Vx? — 1dx Démontrer queJ = f dx-— K. Calculer J à l’aide 
v2 2 Vx2-1 
d’une intégration par parties. 
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Exercice 4: 
T T 








>] S 
On considère les intégrales :Iọ = | 3 dx et 1, = f 3 SN Xay 
o  COsx 


o cosx 
T 
1) Calculer l'intégrale Io = f 3 sin” xcos xdx En déduire 1,,2 —1,en fonction de n. 
0 


2) Calculer I,.En déduire I; et I5. 
) Montrer que est 


1 


3) a) Soit f l'application qui à x € Lo 5] associe f (x) = In(tan(Ž + z 
EER ) en: NL . = 
une primitive de la fonction g définie sur Lo z] par : g(x) = e 





b) En déduire Io, puis I; et I4 
Exercice 5: 
1 snx 
Soit (1,) la suite définie par :I„ = I re" e N 
1) Calculer 1; puis Iọ + 1, . En déduire la valeur de 1,. 
2) Calculer 1,+1,,, en fonction de n. En déduire I, et 1! 


3) a) Montrer que, sans calculer, que (1,) est croiéSante. 
nx ex 1 
b) Montrer que Yx e€ [0;1], on a < < —e"*, En déduire un encadrement 
l+e Jar 2 


de 1,. 


4) Déduisez-en la limite de la suite () (15) puis celle de A 








Exercice 6 : 
T T 


2 cos 2 sin2x 
1) On pose 1; = 2 — dx ; h= 2 ——dx et 1,+1=I. 
o L% sinx o l+2sinx 


Calculer 1; puis Létentdéduire I. 
T 


T 
2) Soit I = f 2 Kcos?x dx et = f 2 xsin?x dx 
Ô 0 
a) Calculer’ +J et I -J en effectuant une intégration par parties. 
bJ En déduire I et J. 


Exercices : 
t 


1 É 
E n 
Pour tout n < 1, on pose I, = ml, (1-t)"e2dt 


1) A l’aide d’une intégration par parties, calculer 1; 
1 
2) Démontrer que, pour tout n > 1, on a: Ip11 = I, - ———————. 
) q P n+1 n 2+1 (n +1)! 
3) En déduire par récurrence que ,pour tout n > 1,ona: 


n 


1 
Ve=} gth 


k=0 
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1 1 
4) a) Montrer que l’on peut trouver une constante A telle que : 0 < I, < Sn” m4 On 
i ! 


pourra déterminer A en majorant la fonction : t > (1 — t)"e2 sur l'intervalle [0;1] 


b) En déduire la limite quand n tend vers l'infini de la suite (U,) définie par : 


1 1 1 1 
Us bre se 


1 
c) Montrer que 0 < Ve — U, < aA puis en déduire une approximation de Veà1 077 
près. | 
Exercice 8 : 


1 n 
On considère la suite (U„) définie par : n € N*, U, = X In(n + k) —-In(x) 
k=1 


1€ k 
1) Démontrer que U, = 7 } fi + £) 
k=1 


2) a) Pour k entier, compris entre 0 et n—1 , démontrer que : 


k+1 

+ 

snfisë)s f $ k Rds < Fini 2) 
n n n n 


1+— 
n 





b) En déduire que : 
1 2 
g, -Z1n2< | lnx < U, 
n 1 


3) Déduire de ce qui précède un'encadrement de U, et la limite de U, quand n tend vers 








+00 

Exercice 9 : | 
Yn E€ N, on défini sur |o; z] la fonction , par : Yn € [o; z], Pa(x) = “Rx et D, (0) = 
2n +1. 

1. Vérifier que pour tout n € N , D, est continue sur [o; z], 

L 

2; Montrer que la suite (1,),en définie par 1, = f 2 Pn(x)dx est constante. 
Exércice 10 : Intégrale de WALLIS i : 
Pour n nombre entier naturel, on considère le nombre réel I, défini par : 1, = 17 sin” xdx 

0 


1. Calculer I, puis H. 


2. Établir, pour tout n nombre entier naturel supérieur ou égal à 2 , la relation de récur- 


rence suivante : nl, ={(n-1)l, > 


3. En déduire I>, et l,,,1 pour p nombre entier naturel. 
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É I 
4. Etablir que: Y p E€ N D, 2 Dp+1 2 I2p+2. En déduire que: lim Tn, 
PRE 





1x3x5x7...x(2p-1) 


2 
5. Calculer lim DA ON D | (2p+1) 


p—+0co 


Exercice 11 : 








xX 


1) Montrer que, pour tout réel x, on a : e% =1+x+ f (x — the dt. 
0 


2) a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel non nul n et pour tout nombré réel 


x xt)" x”+t1 x x—t}rtl 
sona: | Pons + U h 
o n! (n+1) Jo (n+1)! 


b) Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel non nul, et pour 








tout nombre réel x on a : 


2 n x n 
x x x—t 
e= 1+x+ +++ l "At 
2! n! 0 n! 





!(1-¢)" 
l Po 





3) Pour tout nombre entier naturel non nul n on considère“ 1, = | | 
o n! 


Montrer que : 0 < I, < = (On remarquera que tfe [0,1] e'<e). 


1 1 
4) Soit (U,) la suite définie pour tout n defIN par : U, = 1 + T +++ 7 Déduire des 


questions précédentes que lim U, 
n—+00 


Exercice 12 : 








2x-Inx 


2Vx 


Soit f la fonction définie sur ]0;+co[ par f(x) = 


2 
1) On pose J= | f(x)dx 
1 


2 
l 
a) Calculer l'intégrale | TT 4x à l'aide d’une intégration par parties. 
1 24x 
b) En déduire la valeur de J. 


2) a) Étudier les variations de f sur ]0;+ool. 


1€ k 
b) Pôur tout n >, on pose S, = — ) fhi + =) En utilisant les variations de f sur 
n n 
k=1 


1 k 
]J0;+co{, montrer que pour k entier naturel vérifiant : 0 < k < n-1,ona: FA ( + =) < 





r k+1 
y 1 k+1 
n 
Ja f(x)dx < Lpf F =) 
n 
2 1 1 2 
3) En déduire que : 5, + 2 <J < Sp +10 puis que :7+ 0 < s, <J £ et lim Sh 


Exercice 13 : 








Calculer la limite des suites suivantes : 
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; 1 , = nr 
1) in k+n 2) Ce 
n-1 n 2 
1 
3) lim n} = 4) lim Ê + 3 
= n 


n—+00 k2+n2 n—+00 A 


Exercice 14: 








dt 
Vt4+1 


1) Déterminer l’ensemble de définition de f puis montrer que f est impaire. 





2x 
Soit f la fonction définie par : f(x) = f 
0 


2) Montrer que Yx > 0,0 < f(x) < = puis déterminer la limite de f(xjæen +co. En 
déduire lim f(x). 

3) Montrer que f est dérivable sur R et calculer f'(x). 

4) Dresser le tableau de variations de f . 


5) Tracer dans un repère orthonormé . 


6) Calculer une valeur approchée de f ( à 0,01 prèsen utilisant la méthode des rec- 


5) 
: v2 f 
tangles. (On partagera l'intervalle a ; V2| eń 10. intervalles de mêmes amplitudes. 


) 


FIN 
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0.7 Équations différeñtielles 


0.7.1 Premier Ordre 
0.7.2 Second Ordre 


0.7.3 Exercices de synthèses 


Exercice 1 : 
Résoudre chacun des cas suivants les équations di 
éren one Re des conditions To gganses l 
2) y”+y=0 avec y(0)=0 et v'(0)=1 
3) 3y/+7y =0 avec y(2)=5 
4) y” -4y +3y=0 avec y(0)=6 et y'(0)=10 
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5) y”-9y=0 avec y(0)=1 et v'(0) =-1 
6) y”+6y +9y=0 avec v(0) = y’(0) =1 


Exercice 2 : 
Donner les solutions générales des équations différentielles suivantes après avoir trouvé 


leurs solutions particulières sous la forme indiquée : 
1) y” +2y+3y = cosx 
2) y” -2y +3y =e" cosx 


3 


) 
) 
) y” +y -2y =sinx 
) 


4) y” +y +y = xe” 

Exercice 3 : 

Soit l'équation différentielle : y” + 4y’ + 8y = 20sin(2x) + 10 cos(2x) 
1) Résoudre l'équation différentielle : y” + 4y + 8y = 0 (E’) 

2) Déterminer les coefficients a et b tels que la fonctionfg définie par est solution de (E). 


3) Démontrer que f est la solution de (E) si et seulement si f — g est solution de (E') 


) 
) 
) 
4) Donner la solution générale de (E). 
Exercice 4: 
1) On donne l'équation différentielle : y? — 2y’ + y = 0 (E1) 
a) Résoudre l’équation différéntielle (E1) 
b) Déterminer la solutioñ particulière f de (E1) telle quef (0) = 4 et f (1) = 3e. 
2) On considère mainteñant l'équation différentielle : y” — 2y + y = 2e* (E3 
a) Montrer quefla foñction g définie sur R par g(x) = (x? — 5x + 7)e* est solution de 


(E2). 
3 


b) En déduife la valeur de l'intégrale f g(t)dt 
1 


Exercice : 


1) Soit f la solution de l'équation différentielle y’ -2y = 0 vérifiant f (0) = 1. Déterminer 


f(x) pour tout réel x. 


2) Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie par g(x) = (ax + b)f (x) soit 


solution de l'équation Différentielle y’ — 2y = e?* et vérifie g(0) = 1. 
3) Déduisez-en sans l’intégration par parties la valeur des intégrales : 
= [a+ 1)e*dx et J = [ex 1)e*dx 
Exercice 6 D S2 2009 i 
1) Résoudre l'équation différentielle (E) : y” +2’ +y = 0 
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2) Soit (E’) l'équation différentielle y”+2y’+v = x+3 Déterminer les réels a et b tels que 
la fonction h définie par h(x) = ax + b soit solution de (E’). 
3) a) Démontrer que g est solution de (E’) si et seulement si g — h est solution de (E) 
b) Résoudre alors (E’). 
c) Déterminer la solution f de (E) telle que :et f(0) = 2 et f’(0) = -1 
4) Soit la fonction k définie par : k(x) = (x+2)e * 
a) Étudier les variations de k. 
b) Déterminer l'équation de la tangente (T) à la courbe (C) de au point dab$cisse O. 


c) Démontrer que le point I (0;2) est un point d’inflexion de la courbe 4C) 


) 
) 
) 
d) d) Tracer (C) et (T) dans le repère orthonormé ( O; Ï: j). 
Exercice 7 : Soit l'équation différentielle (1) : y” + 9y = 8sinx 

1) On pose y =z+Asinx où À est un nombre réel. 


a) Sachant que y vérifie l'équation (1), former l'équation a laquelle satisfait z. 


b) Déterminer À pour que cette équation soit réduite à z” + 9z = 0(2). 


2) a) Résoudre l'équation (2). En déduire l£ solution générale de l’équation (1). 
b) Déterminer la solution de (1) telle que pt) = 0 et y’(0) = O. 
Exercice 8 : 


T 
Soit æ un nombre réel tel que : 0 æ"< 5 Résoudre dans R l'équation différentielle : (1 + 
cos(2a))y” — 2y’sin(2a) + 2y =Q 
Exercice 9 : 


On considère l'équation différentielle (E) x?y” — xy’ +y = 0 


1) Soit z une fonttiowdeux fois dérivable sur ]0;+c[ . Démontrer que est solution de (E) 
si et seulement$i est solution de l'équation différentielle (E^) 
2) Résoûdre dans R (E’) puis (E). 
Exercice 10: Bac S1 2005 4 points 


Soit h la#fonction définie sur ]0 : +œ[ par h(x) = xlnx , et (F) l’ensemble des fonctions 








numériques f, dérivables sur ]0 : +, et telles que pour tout t €]0 : +cof et pour tout x €]0 : 
+f, 
(1) f(tx)=tf(x)+xf (t) 
1) Démontrer que pour tout réel k fixé la fonction kh appartient à ((F )). (On rappelle 
que (kh)(x) = kh(x) 


2) Démontrer que si f appartient à ((F )), alors f (1) = 0. (On remarquera que ) (1 = 1x1). 
f(x) 


3) Pour tout x €]0;+co[, on pose g(x) = x 
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2) Soit (E’) l'équation différentielle y”+2y’+v = x+3 Déterminer les réels a et b tels que 
la fonction h définie par h(x) = ax + b soit solution de (E’). 
3) a) Démontrer que g est solution de (E’) si et seulement si g — h est solution de (E) 
b) Résoudre alors (E’). 
c) Déterminer la solution f de (E) telle que :et f(0) = 2 et f’(0) = -1 
4) Soit la fonction k définie par : k(x) = (x+2)e * 
a) Étudier les variations de k. 
b) Déterminer l'équation de la tangente (T) à la courbe (C) de au point dab$cisse O. 


c) Démontrer que le point I (0;2) est un point d’inflexion de la courbe 4C) 


) 
) 
) 
d) d) Tracer (C) et (T) dans le repère orthonormé ( O; Ï: j). 
Exercice 7 : Soit l'équation différentielle (1) : y” + 9y = 8sinx 

1) On pose y =z+Asinx où À est un nombre réel. 


a) Sachant que y vérifie l'équation (1), former l'équation a laquelle satisfait z. 


b) Déterminer À pour que cette équation soit réduite à z” + 9z = 0(2). 


2) a) Résoudre l'équation (2). En déduire l£ solution générale de l’équation (1). 
b) Déterminer la solution de (1) telle que pt) = 0 et y’(0) = O. 
Exercice 8 : 


T 
Soit æ un nombre réel tel que : 0 æ"< 5 Résoudre dans R l'équation différentielle : (1 + 
cos(2a))y” — 2y’sin(2a) + 2y =Q 
Exercice 9 : 


On considère l'équation différentielle (E) x?y” — xy’ +y = 0 


1) Soit z une fonttiowdeux fois dérivable sur ]0;+c[ . Démontrer que est solution de (E) 
si et seulement$i est solution de l'équation différentielle (E^) 
2) Résoûdre dans R (E’) puis (E). 
Exercice 10: Bac S1 2005 4 points 


Soit h la#fonction définie sur ]0 : +œ[ par h(x) = xlnx , et (F) l’ensemble des fonctions 








numériques f, dérivables sur ]0 : +, et telles que pour tout t €]0 : +cof et pour tout x €]0 : 
+f, 
(1) f(tx)=tf(x)+xf (t) 
1) Démontrer que pour tout réel k fixé la fonction kh appartient à ((F )). (On rappelle 
que (kh)(x) = kh(x) 


2) Démontrer que si f appartient à ((F )), alors f (1) = 0. (On remarquera que ) (1 = 1x1). 
f(x) 


3) Pour tout x €]0;+co[, on pose g(x) = x 
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a) Démontrer que si f appartient à ((F )), alors pour tout x €]0;+co{, 
x f(x) = f(x) +xf(1) 
b) On suppose que f appartient à ((F )), déduire du a) une équation différentielle 
vérifiée par fonction g. 
4) Déterminer toutes les fonctions vérifiant la relation (1). 


Exercice 11 : Compléments 








I) On considère l'équation différentielle : (E) : (1—x?)y +xy=xVi1-x2,xe] M: 


1) Résoudre l’équation différentielle 


(E’) : (1—x?)y + xy = 0. (Séparer les variables y et x). 
2) Déterminer la fonction pour que y, = ÀA(x) V1 — x? soit solution ide (E). 


3) En déduire la solution générale de (E) 








II) On considère l'équation différentielle : (E1) : y” + Sng = on x 3: zI 
GOS X 1+cosx 2 2 
1) Résoudre l'équation différentielle (E;) : y’ + E = 0. (Séparer les variables y et 


x). 
2) Déterminer la fonction y pour qus yp =(x) cos x soit solution de (E1) 


3) En déduire la solution générale de (E1) 








Exercice 12 : BAC 2006 S1 4 points 
ET : . À . y e *cos x , 
1) On considère l’équation(difféfentielle : y’ +y = E (E). f est une fonction nu- 
sinx 
mérique dérivable sur Aÿon pose : g(x) = e*f(x). 
a) Montrer qu f estune solution de (E) si et seulement si g'(x) = D 


b) Déterminer la solution générale de (E), en déduire la solution de (E) qui s’annule 


en 0. 


2) Dans lesplan rapporté à un repère orthonormé direct, on considère la courbe (T) 
, , E x(t) = In(2 + sint) 
d'équations paramétriques : tEA 
y(t) =In(2 + cos t) 


a) Comparer M(t) et M(t + 27) ainsi que M(t) et M(- + ZN; 


b) En déduire que la symétrie orthogonale d’axe la première bissectrice conserve (T) 


; ; ET) T N 
et montrer que pour construire (T), il suffit d'étudier x et y dans |3 ; z + n! . 


T Sn 
c) Dresser le tableau de variations des fonctions x(t) et y(t) dans [3 ; m] et tracer 


la courbe F 


Exercice 13 : BAC 2000 S1 4 points 
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1) Déterminer l’ensemble des solutions définies sur R de l’équation différentielle : 
y” + y = 0 (1) 


2) Étant donnée une fonction numérique de variable réelle, g, deux fois dérivable sur 
1 
R*; On définie la fonction f de R* vers R par: Yx e R* f(x)= xg(=) Exprimer 
1 
f”(x) à l’aide de e(z) et de x. 
3) On considère l'équation différentielle : 


pez z (2) 
a) Démontrer que la fonction g deux fois dérivable sur R* est søðlution de (2) si et 
seulement si la fonction f définie par: Y xe R* f(x)= TA est solution de (1) 
b) En déduire l’ensemble des solutions de (2) définies surfhaëun des intervalles 
]- c ; Of et ]0; +ocol 
4) Soit g une solution de l’équation (2) définie sur JG; #æl[: Déduire de ce qui précède 


Na a , 1 
une primitive de la fonction : x > -38(x). 
x 


Exercice 14 : BAC 1995 S1 4 points 








Dans cet exercice, on cherche à calculer l'intégrale : 


T 
I= Í À [sn(2:0 +e cos (x -— =) dx 
4 


àkaide d’une équation différentielle. 
1) Résoudre l’équätion différentielle : 
v’+2y +2y=0 (E;) 
2) Owconsidère l'équation différentielle : 
v’+2y +2y=4cos(2x)-4sin(2x) (E) 
a) Déterminer deux réels a et b pour que la fonction fı définie par : 
VxeR f(x) =asin(2x)+bcos(2x) 


soit solution de l'équation (E). 


b) f désignant une fonction numérique, On désigne par g la fonction f — fı. Démon- 


trer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de (E;). 


c) En déduire la forme générale des solutions vérifiant l'équation (E) 
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3) a) Vérifier que la solution f de (E) telle que : 
2 
f(0)= i et f'(0)=2 est f(x) =sin(2x) + e™ cos(x- 7) 
b) Utiliser (E) pour trouver l’ensemble des primitives F de f. 


c) En déduire la valeur de l'intégrale I. 








Problème 1 : BAC 1996 S1 4 points 
Partie A : 
1) Soient f une fonction numérique dérivable sur l'intervalle ]0 ;+c[ et g la fonction 
définie sur l'intervalle ]0 ; +co[ par g(x)= o, 


Soit (E) l'équation : xy’ -2y = lnx ; on dit que f est solution de (EŸsietfeulement 
si, pour tout x appartenant à [0 ; +œ[: xf’(x)-2f(x)=lnx 

( f’ désigne la dérivée de f). 

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si g estùne primitive sur ]0 ; +oco| 


In x 


de la fonction : x —> ra 
x 


2) Quelle l’ensemble des primitives de la fonction : Xe pa, (On pourra faire une 
intégration par parties). 
3) En déduire que l’ensemble des solutionsfde, (E) est l’ensemble des fonctions définies 
sur ]0 ; +co[ par : 
1#In(x?) 3 


D on 


où a désigne une constante réelle arbitraire. 


4) On désigne par @ la fonétionw 


1+In(x2?) 1 
Re le, où xe]0; +col 


Étudier la variation de D et construire sa courbe représentation graphique dans un 
repère orthomormé. 
Partie B : 


1)Soitt un nombre réel strictement positif. Calculer en fonction de 4 l'intégrale : 
1 
= foto 
À 


1 
2) Montrer que, lorsque À tend vers 0, I(A) admet une limite égale 7 
3) Soit n un entier supérieur égal à 2. Montrer que, pour tout entier k tel que : 1 < k < 


g k k+1 k k+1 
n- 1 et pour tout réel x tel que : |7] < x < Sa OR OL Srp ; 


Montrer que : 2x £ E (= )< <15 oļi | 


=1 
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En déduire : 1{=)< = |E) tefa) 


n n n n 
k=1 
1% fk 
4) Déduire des questions 2) et 3) que, lorsque n tend vers l'infini, ) p () admet une 


k=1 
limite la calculer. 


1% {k 1 RO 1%, fn 1 
=) ol] e-z} me) 
5) a) Montrer que a2 I k 7n 2 n( 1 


k=1 


b) Établir les égalités suivantes : 


Ye _n(n+1)(2n+1) 
6 


d: n 
n n 
In =) =In| — 
A k n! 
k=1 
6) a) Utiliser les résultats précédentes pour démontrer la suite : 
1 (5 
n= v, = — inj = 
n n! 
a une limite que l’on précisera. 


2e | n NUE i pa 
b) En déduire que la suite n > u, == a une limite que l’on précisera. 


Yn! 
FIN 


0.8 Géométrie Dâns Le Plan 


0.8.1 Barycentfe etProduit Scalaire 


Classe : TS1 


Série 3 : Barycentres lignes et surfaces de niveau 


Exercice 1: 


Onsconsidère l'application g du plan dans R qui à tout point M associe le réel g(M) défini 
par : g(M) = «MA? + BMB? + yMC? et G le barycentre des points pondérés (A, æ), (B, ß) et 
(C, y). 


1) Démontrer que 
g(M) = (a + B + y)MG? + aGA? + BGB? + yGC? 


2) Déterminer g(A), g(B) et g(C). 
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0.1 Arithmétique 


0.1.1 Divisibilité et Récurrence 

0.1.2 Congruences 

0.1.3 Nombres Premier - Bézout-Gauss 
0.1.4 PGCD-Équations Diophantiennes 
0.1.5 PPCM-Systèmes D’équations 
0.1.6 Critères de divisibilité 


0.1.7 Système DeNumération 


EXERCICE : LOn désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal à 7. 








Le but de l’exercit@ est de démontrer que l’entier naturel n = p*-1 est divisible par 240, 


puis d’appliquer ce résultat. 
1..Montrer que p est congru à -1 et à 1 modulo 3. En déduire que n est divisible par 3. 


2 En remarquant que p est impair, prouver qu’il existe un entier naturel k tel que p° - 


1 = 4k(k + 1) , puis que n est divisible par 16. 


3. En considérons tous les restes possibles de la division euclidienne de p par 5, démon- 


trer que 5 divise n. 


4. a. Soient a, b et c trois entiers naturels. 
Démontrer que si a divise c et b divise c , avec a et b premiers entre eux, alors ab 


divise c. 


b. Déduire de ce qui précède que 240 divise n. 
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5. Existe - t - il quinze nombres premiers p1, p2, -::,p15 supérieurs ou égaux à 7 tels que 
lentier À = pF+p3+-..+ pie soit un nombre premier. 
EXERCICE : 2 
Partie A 








Soit x un nombre réel. 


1. Montrer que xt + 4 = (x? + 2)? 4x2. 


2. En déduire que xf + 4 peut s’écrire comme produit de deux trinômes à coefficients 
entiers. 


Partie B 
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 


On considère les entiers À = n? — 2n + 2 et B = n° + 2n + 2 et d leur PĜCD, 
1. Montrer que nt +4 n’est pas premier. 
2. Montrer que, tout diviseur de A qui divise n , divisef2. 
3. Montrer que tout diviseur commun de A et B divise än. 
4. Dans cette question, on suppose que n est impair: 
a. Montrer que A et B sont impairs. Emdéduire que d est impair. 
b. Montrer que d divise n. 
c. Montrer que d divise 2, puis que À et B sont premiers entre eux. 
5. On suppose maintenant que”. eSt pair. 
a. Montrer que 4 nedivise/pas n? — 2n + 2. 
b. Montrer que d est de la forme d = 2p, ou p est impair. 


c. Montrer que pdivise n. En déduire que d = 2. (On pourra s'inspirer de la démons- 
trationsutilisée à la question 4.) 


Série de Synthèse 15 : Arithmétique 


Exerciced : 

Détérminer les couples (a; b) d’entiers naturels tels que : 
1-) a+b = 5664 et PGCD(a, b) = 354 avec a < b 

PGCD(a,b) = 5 et PPCM(a,b) = 60 


) 

2-) 

3-) PGCD(a,b)+PPCM(a,b)=b+9 

4-) a+b = 56 et PPCM(a,b) = 180 avec a >b 
) 


5-) 2m+ 3d = 78 avec m = PPCM(a,b) ,d = PGCD(a,b) et a < b 


Exercice 2 : 
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I-) Résoudre dans Z? les équations suivantes : 
l- xy =2x+3y 2- 336x+210y=294 3- 3675x- 5145y = 4410 
4- 95x + 17y = 46 5- 20x-53y =3 6- 23x +567 =3 
7- x?+x+4=0[3] 8- x?-y?°-4x-2y=5 
II-) 1-) Résoudre dans Z l'équation (E) : 3x = 1[5] 
2-) Résoudre dans Z l'équation (F) : 5x = 2[7] 


3-) Résoudre le système formé par les deux équations précédentes. 


x = 3[17| 
4-) Résoudre dans Z? le système : (S) 4 x= 4[11] 
x = 5[6] 
Exercice 3 : 
1-)1-) Vérifier que 999 est divisible par 27. 
2-) En déduire que, pour tout entier naturel n ,. 1(%= 1[27] 
3-) A=101% 4 100!°, Quel est reste de la difisio#euclidienne de A par 27? 
II-)1-) Déterminer d = PGCD(9042;1881) 
2-) En déduire l’ensemble des diviseurs de communs de 9042 et 1881 
3-) Déterminer les entiers relatifs u et v tels que : 9042u +1881v =d. 
Exercice 4 : 


Soit a et b deux entiers natuürels#non nuls, A et B les nombres tels que : A = 3a + 4b et 
B = 4a + 5b. 


1-) Montrer que toutidiviseur commun à a et b est diviseur de A et B. En déduire que 
D(a; b) c D(A; B) 


2-) Exprimer a €t b en fonction de A et de B. En déduire que D(A, B) c D(a, b) 
3-) Montrer que a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, A et B le sont. 


Exercices : 


1-) Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que PGCD(a + b,ab) = p , où p est un 


nombre premier . 

a-) Démontrer que p divise a° (On remarquera que a? = a(a + b) — ab). 
b-) En déduire que p divise a. On constate donc, de même, que p divise b. 
c-) Démontrer que PGCD(a,b)=p 


2-) On désigne par a et b des entiers naturels tels que a < b 
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PGCD(a,b)=5 


a-) Résoudre le système suivant : 
PPCM(a,b) = 170 


PGCD(a+b,ab)=5 
b-) En déduire les solutions du système : D 

PPCM(a,b)= 170 
Exercice 6 : 


Partie A : 
1-) Énoncer le théorème de Bézout et le théorème de Gauss. 
2-) Démontrer le théorème de Bézout et le théorème de Gauss. 
Partie B: 
an , , f n = 13[19] 
Il s’agit de résoudre dans Z le système suivant : (S) 
n = 6[12] 

1-) Démontrer qu’il existe un couple d’entiers relatifs (u;v) tel que 19u + 12v = 1(On 
ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple) Vérifier 
que, pour un tel couple, le nombre N = 6 x 19u +13 x 12066 est solution de (S). 

n = no[19] 


2-) a-) Soit n, une solution de (S), vérifier que le système équivaut à : 
n = ño[12] 
n = no[19] 


équivaut à n = nọ[12 x19] 
n= nM 


b-) Démontrer que le système | 


3-) a-) Trouver un couple (u,v) solution de l'équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur 


de n correspondante. 
b-) Déterminer l’ensemble des sôlutions de (S) (On pourra utiliser la question 2-b-)). 
4-) Un entier naturel est telique lorsqu'on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu'on le 
divise par 19 le restæest 13. On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette 
division ? 
Exercice 7 : 
1-)a-) Montrerfque pour tout n € N, 3n? + 11n + 48, est divisible parn+3 
b-ÿ.Mortrer que pour tout n € N, 3n? —-9n+ 16, est un entier naturel non nul. 


2-) Montrer que, pour tous 4, b,c € N, l'égalité suivante est vraie : 
PGCD(a, b) = PGCD(bc — a, b). 
3-) Montrer que, pour tout ne N et n> 2, 
légalité suivante est vraie : PGCD(3n° +11n+48,n+3)=PGCD(48,n+3) 


4-) a-) Déterminer l’ensemble diviseurs entiers naturels de 48. 
pa : 3n°-11n 
b-) En déduire l’ensemble des entiers naturels n tels que ne eN. 


Exercice 8 : Bac S, 2000 / 2° groupe 


1-) Décomposer 319 en produit de facteurs premiers. 
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2-) Démontrer que si x et y sont premiers entre eux alors 3x + 5y et x + 2y sont premier 
entre eux. 
(3a + 5b)(a + 2b) = 12765 


ab = 2m 


3-) Résoudre dans N*le système suivant : | où m est le PPCM 


de a et b. 
Exercice 9 : 


1-) Trouver, suivant les valeurs de l’entier naturel n, les restes de la division euclidienne 
de 5” par 13. 


2-) En déduire que 1981!°8! — 5 est divisible par 13. 


= 314441 g4n-1 


3-) Démontrer que, pour tout entier naturel n > 2 , le nombre N +4 est 


divisible par 13. 
Exercice 10 : 


1-) Montrer que si PGCD( a , b) = 1 alors PGCD(a?,b?)=1 Y(a,b) € N?. 
On se propose de calculer. PGCD(Sp, Sn+1) 








2-) Soit n € N* , S, = Dr Démontrer que .S, = RSI 
3-) On suppose que 7 pair n = 2k : ,k € N* 

a-) Montrer que PGCD(S, S2g+1) = (W+ 1)? 

b-) Déterminer PGCD(k?, (k +1)?) ÍPGCD(k,k +1) et PGCD(Sz% S241) 
4-) a-) On suppose que n est impañr : n = 2k +1 ;,k € N. Montrer que PGCD(S;},1, S243) 
b-) Déterminer.PGCD(S:1#S2f.2) 


5-) Montrer qu’il existe un uniĝue entier naturel tel que PGCD(S,,S,:1)= 1 


Exercice 11 : 








On rappelle le petitthéorème de Fermat : Si est un nombre entier premier qui ne divise pas 
l’entier naturel a@lorsôn la congruence 471 =1[p]. 
Partie A : 


1-) a-)éMontrer que 29 est un nombre premier 


b-) Soit xe N et n € N tel que n = 1[28] .En utilisant le petit théorème de Fermat, 
montrer que x" = x[29] 
2-) On considère l'équation 17x — 28y = 1 où . (x, y) € IN? 
a-) Quel théorème permet d'affirmer que l'équation (E) admet au moins un couple 
solution d’entiers relatifs. 
b-) En utilisant l'algorithme d’Euclide, trouver un tel couple solution. 
Partie B: 
Soit A = {x € IN, x < 29} = 0,1,2,...,28 .Pour, x € À on note f(x) le reste de la division eucli- 


dienne de x!” par 29 et 1g(x) le reste de la division euclidienne de x° par 29. 
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1-) Montrer que f(x) € A et x!” = f(x)[29]. On admettra de même que g(x) € A et x° = 
g(x)[29] 
2-) Pour x € A , montrer que g[f(x)] = x 


Exercice 12 : Bac S4 2009 /2°"* groupe 








1-) En utilisant l'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 231 et 3311 


2-) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 


On pose: A, =1+2+3+---+n et B, =1? +2? +37 +- +n’. 


1 1 
Démontrer que À, = am +1) et B, = st +1)(2n +1). 
1 
3-) a-) Démontre que pour keZ, SKK + 1) est un entier. 
b-) On suppose que n est multiple de 3. Déterminer le PGCD dé A, et B, 
c-) Vérifier que le résultat obtenu dans le cas où n = 21 


Exercice 13 : 








Dans un système de numération de base n, on considèreles nombres : A = 211, B = 312 et 
C = 133032 





1-) Sachant que C = AB, montrer que n diviséhuit: En déduire la valeur de n. 
2-) Écrire A, B et C dans le système décimal. 


3-) Déterminer les solutions dans Z?, de l'équation (E):Ax+By=1. 


202 





3) Montrer que : 
ag(A)+ Bg(B)+yg(C)=2(a+B+7)g(G) 


4) En déduire que : 
yBC? + yaAC? + aBAB? 


É 
g(G)= a+B+7y 





5) Application 
a) Construire le barycentre G des points (A,-1), (B,4) et (C,1). 


b) Déterminer et construire l’ensemble des points M tels que : 
g2 
MA? +4MB° + MC? = > 


Exercice 2 : 
On considère un triangle quelconque ABC tel que AB = c, AC =b et BC = a. Soit G le 
barycentre des points pondérés (A, 1), (B,-1) et (C,2). 
— — — — 
1) Construire le point G .Calculer AB.AC et BC „BA : 
2) Soit f(M) = MA? - MB? +2MC?. 
Montrer que : 
f(M) = 2M" AG? - GB? + 2GC?. 
3) Calculer GAZ GB? et GC? 


4) Déterminer et construire l’énsemble des points M du plan tels que : 
f(M) = a? +b? 


Exercice 3 : 
On considère un trianglé ABC et on désigne par G son centre de gravité. Soit pọ l'application 


définie du plañ (Z) dans R qui à tout point M associe : 





o(M) = MA.MB + MB.MC + MC.MA 


.On désigne par f fonction scalaire de Leibniz associée au système {(A,1);(B,1);(C,1)}. 
1) Démontrer que pour tout point M : o(M) = 3MG? + @(G) et g(G) = 5 f(G) 
2) Calculer f (G) en fonction de AB ,AC et BC .En déduire l'expression de o(M) en fonc- 
tion de MG , AB, AC et BC. 
3) On suppose que le triangle ABC est équilatéral de coté a. Déterminer l’ensemble des 
points M du plan tels que T < p(M) < T 


Exercice 4: 
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1) Soit ABC un triangle tels que : AB = c, AC = b et BC = a. Déterminer et construire 
l’ensemble des points M du plan tels que : 


MB? + MC? -2MA? =b? +c? 


2) Soit G les barycentre des points pondérés (A, a), (B,B) et (C, y). Soit (E) l’ensemble 
des points M du plan vérifiant : 


aMA? + BMB? +yMC?=1 


cos À cos B 








a) Montrer que si A, B et C sont des éléments de (E) alors « = Le REA et 
p = cos Ĉ 
~ ab 
b) Montrer que, pour les valeurs de q, B et y trouvés en a),(E) est un cercle circonscrit 
au triangle ABC. 


Exercice 5: 
On considère un triangle ABC de l’espace. Montrer que chacun des ensembles suivants est 


un plan dont on précisera un point et un vecteur normal! 


—> — — 
a) (2MA + MB)AC =0 





b) (MA + MB + MC)AB =0 





—> > > > —> — 
c) (MA +2MB-MC)\(2MA -2MB=+ MC)=0 
Exercice 6: 


On donne dans l’espace quatre pôints À, B, C et D non coplanaires. Soit I le milieu de [AB], 
J le milieu de [CD] et G le milieu de [IJ]. 


1) Peut - on avoir I=J@ Existe-t-il des points de l’espace tels que : 
—> — —> —— 
(MA + MB)=(MC + MD) 
? Justifièr votre réponse. 
2) Déterminer l’ensemble (P;) des points M de l’espace tels que : 
—> — —> — 
IMA + MB||=||MC + MD|| 
3) Déterminer l’ensemble (P;) des points M de l’espace tels que : 
MA? + MB? = MC? + MD? 


Peut - on avoir (P1)=(P2)? 
Exercice 7 : 


Soit ABC un triangle, on pose BC = a, AC = b et AB = c; Æ est le milieu de [BC], B’ celui de 
[AC] et C’ celui de [AB] Soit G l’isobarycentre du triangle ABC. 
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1) Montrer que, pour tout point M du plan on a: 


a? +b? +e? 


MA? + MB? + MC? =3MG? + : 





2) En calculant de deux façons différentes (MA + MB +M C), établissez que : 


OES ir 
2MA MA + ME MC = 3MG?- 


3) On considère les points communs aux cercles de diamètres [AA] et [BC]. Montrer que 
lorsqu'ils existent, ils appartiennent à un cercle de centre G dont on donnera lerayon 


en fonction de a b et c. 


Exercice 8 : 
Soit a un nombre réel strictement positif .Soit ABCD tétraèdre régulier. d’arêté de longueur 


a. 


1) Soit Æ l’isobarycentre du triangle BCD. Déterminer le nobre réel m tel que le point 
G, milieu de [AA |, soit barycentre du système (A, m) ,(B,1) ,(C,1), (D,1).Placer ces 


points sur une figure . Calculer GA? et GB? en fonction de a. 


2) Déterminer l’ensemble (£) des points M de l’espacé tels que : 

6MA° + 2MB° + 2MC%# 2MD° = 54° 

3) Déterminer l’ensemble (pi) des points Mde l’espace tels que : 
MB3+MC?+MD°-3MA° = à 


Vérifier que (x) est le plan médiateur de [AA]. 
4) Déterminer l’intersection{C) de ( © ) et (IT ); et prouver que les milieux I ,J, K des 
segments [AB], [AC AD] appartiennent à ( C ). Placer sur la figure. 


Exercice 5 : Soit A,B, Gtrois points non alignés du plan tels que le tringle ABC ne soit 
pas équilatéral. On désigne par A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments [BC] [CA] et 
[AB].On pose 4 = BC , b = CA et c = AB. 


2 35; 2 =? 2 ==> 2 => 
1) On considère le vecteur # = a° BC +b CA +c AB. 
> RU CES D ONE RE > 
Montrer que u = (a°—b*) AC + (c° -—a°) AB. En déduire que # n’est pas un vecteur nul. 
2 Pour tout point M du plan, on pose : 
2R2r Í 27% Í 271R Í 
f(M)=a BC MA +b°CA MB +c ABMC 
a) Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. Calculer f (0). 
b) Soit G le centre de gravité du triangle ABC. 
SRPA laz 2 sdn; 
Montrer que BC GA’ = su — c^). En déduire f(G). 


c) Déterminer l’ensemble (E ) des points M du plan tels que f(M) = 0. 
FIN 
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0.8.2 Angles et Points Cocycliques 


Série d’exercice 7 : Points cocycliques 


DAEN . + TT nor e2 TT 
Exercice 1 On considère un triangle ABC tel que (AB, AC )= S5 et (BA, BC) = 3 
1) Faire une figure. 
—> — — — — — 
2) En utilisant la relation de Chasles , prouver que :(CA,CB)=(AC,AB)+(BA,BC) 


3) En déduire la mesure principale de l'angle orienté (CA, CB). 


Exercice 2 
Soit (€) et (&”) deux cercles sécantes en A et B de centre respectifs O etfO} téls que : 
—> 
(AO’, AO) = —[x]. Soit MM un point de (&) distinct distinct de A et Batel%que la droite 
GP'ime)(C’) en C et (MB) recoupe (S”’) en D. 
y : — —> DV > 
1) Que représente (AO’) pour (6 )(C)? En déduire que (MA, MB) =(AO, AB [x]. 


y : — — —> —> 
Démontrer de même que :(CA,CB)=(AO, AB )[x|. 


NIA 


~ 


(MA) recoupe 


2) Montrer que les points C et D sont diamétralement opposés. 


Exercice 3 
On donne un triangle ABC et le point F diamétralement opposé à A sur le cercle passant 
par ABC .Pour un point M du plan, la droitepaSsant par M et orthogonale à (MF) coupe 
(AB) en P et (AC) en Q. 
1-) Démontrer que : M, F, C et Q d’une part et B, P, F et M d'autre part sont cocycliques. 
— — —> — — —> 
En déduire que : (FP, FQ )\# (MB, MC)=(AB, AC )[x|. 
2-) Déterminer l’ensemble des póints M pour lesquels F, P et Q sont alignés. 
— — — — 
3-) Déterminer l’ensemble des points M tels que : (FP, FQ) = (AB, AC )[x|. 
Exercice 4 
ABC est un triangle non rectangle, O est le centre de son cercle circonscrit (C) et H son 
orthocentre .Les droites (AH) et (BC) se coupent en Q; les droites (BH) et (AC) se coupent 
en R; les droites (CH) et (AB) se coupent en P. 
1-) 4) Montrer que les points A ,B ,Q et R sont cocycliques . 
—> — — — 
En déduire que : (BA, BC ) = (RA, RQ )\[7]. 
b-) On note T un point quelconque de la droite tangente en C au cercle (C). 
Z=? me? = =. . 2 . . 
Montrer que (RA, RQ) = (CA, CT )[x]. puis en déduire que les droites (RQ) et 
(CT) sont parallèles. 
c-) Montrer que les droites (RQ) et (OC) sont perpendiculaires. 
2-) a-) En utilisant la cocyclicité des points A, C, P et Q d’une part; et Q, C, R et H d’autre 
— — — — 
part, montrer que : (QP,QA)=(QA,QR)[x|. 


b-) En déduire que (AH) est une bissectrice du triangle QRP. 
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Exercice 5 

A et B sont deux points d’un cercle (€) de centre O non diamétralement opposés .Un 
point P décrit la droite (AB). Les deux cercles variables (61) et (62) passant par P et tan- 
gentes à (£) respectivement en A et B se recoupent en M .On suppose que la tangente à (61) 
en A et la tangente à (63) en B se coupent en un point T. 

1-) Faire une figure 

2-) Montrer que (MA, MB) = (TA. TB [x]. 

3-) En déduire le lieu géométrique des points M du plan lorsque P décrit la droite (AB) 

(P est distinct de A et de B). 


Exercice 6 
Soit (£) et (Z”’) deux cercles sécants en A et en B. Soit I un point de (#1) diStinct de A et 
de B et soit J un point de (&”) distinct de A et de B tels que I, J et A ne soient pas alignés Une 
droite passant par B coupe (€) en M et (&”) en N. On supposesque les droites (IM) et(JN) 
sont sécants en K. Démontrer que les points A, I, J et K sont cocycliques. 
Exercice 7 
Les parties I-), II-) et III-) sont indépendantes 
I-) Soit ABC un triangle; P, Q, R sont des points respectifs des droites (BC), (AC) et 
(AB) tels que les cercles circonscrits auxtriangles AQR et CPQ soient sécants en deux 
points Q et I. Montrer que le cercle girconscrit au triangle BRP passe par I. 

II-) Soit ABC un triangle isocèle de sommet A, M un point du cercle circonscrit au triangle 
ABC distinct des sommets dustriangle. La droite (AM) coupe la droite (BC) en P. 
Montrer que le cercle cireon$crit au triangle BMP est tangent à (AB) en B. 

III-) On considère deux cercleséécants en A et B .On mène par A une sécante rencontrant 
respectivement LeSteereles en M et N, par B une sécante les rencontrant respective- 
ment en M’ eN’. Montrer que les droites (MM) et (NN’) sont parallèles. 

Exercice 8 
Soit ABCD un quađrilatère convexe de diagonales [AC] [AC] et [BD] [BD] se coupant en 1 I 
.Soit P ‚QAR ets les projetés orthogonaux respectifs de I I sur (AB),(BC), (CD) et (DA). 

1-) Construire la configuration précédente. 


24 Montrer que les points A,P,I et S sont cocycliques. Citer trois autres cocyclicités si- 





milaires. 
= > > > > 
3-) a-) Montrer que : (PS, PQ) =(AD AC )(BD, BC \[x] 
—> — —> — —> —> 
b-) Montrer que: (RQ, RS )=(CB, CA)+(DB, DA [x] 
> — — — — — 
4-) En déduire que : (PS, PQ)+(RQ,RS)=(DB,CA)[x|. 


5-) Montrer que les points P,Q et S et R sont cocycliques si et seulement si les diago- 
nales [AC][AC] et [BD] et [BD] sont perpendiculaires .IIlustrer cette situation sur une 
figure. 
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Exercice 9 


Soit H l’orthocentre d’un triangle ABC non aplati et non rectangle. 
1-) Montrer que H est différent de A ,BetC. 

—> —> i — —> 
2-) Calculer (HA, HB) en fonction de (CA, CB). 


3-) Soit Kc l’image de H par la réflexion par rapport à la droite (AB). Montrer que les 
points A ,B et C et Kç sont cocycliques. 


4-) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle ABC et soit C1,Cg et CA les images de 4C) par 
les réflexions par rapport respectivement aux droites et (BC) (CA) et (AB)#Montrer 


que H est l'unique point commun aux trois cercles C1,Cg et Ca 


0.8.3 Trigonométrie 


Exercice 1 
1-) Simplifier les expressions suivantes : 
T T 
a-) A =sin (5 — x) + cos(x — TT) + sin(Z + x) + COS(TÉE X) + sin(—x) 


de 
| 


T 
+x) + sin (x+ 270) + cos( Z — x esin + x) + cost x) 


= sin 


NIA E 


3T . pr 
+x)+ 2sin( +x) + sioft }x) 
2 2 
) TT \ . 
= -o T )cos( (Tr - x) +sin(x  Jsin(r + x) 


e-) E = cos? x + cos? x sin x +8in X 





2-) On pose : 
TT 3T 5n 7T 3T 57 7 
I = cos? — + cos? =» Was” — + cos? — et T= sin? Ty sin? — + sin? — + sin? = 
8 8 8 8 8 8 8 8 
Calculer I +J et -.Æn déduire les valeurs de I et de J. 
Exercice 2 
T T 3ST ST 6T 
1-)a-) E édui ; 2si = sin — 
)a-) En déduire que sin 7 (cos 7 + COS + Cos — )=sin 7 
TL 27 37 
b-ğ Démontrer que : COS = — COS — + COS — = —. 
7 7 7 2 


2-) Montrer que pour tout réel x on a : 
27 AT | 27 AT 
a-) cos x + cos(x + FT) + cos(x- =) =0 b-) sin x + sin(x- T) +sin(x+ r) =0 
3-) Montrer que pour tout réel a et b , on a : sin? (a + b)+ cos? (a — b) = 1 + sin 2asin 2b 
Exercice 3 


1-) Démontrer que pour tout réel x : 


a-) cos* 


1 1 3 1 1 
x=-cos4x+—cos2x+— b-) sin?x = = cos 4x — — cos 2x + > 

8 2 8 8 2 8 
2-) Transformer les sommes suivantes en produit : 
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a-) A(x)=sinx+sin2x+sin3x b-) B(x) = cosx + cos 2x + cos 3x 


c-) C(x) = 1 + cos 2x + cosx d-) D(x) = 1 + sinx + cos 2x 
Exercice 4 Résoudre dans R les équations suivantes : 
T 
1-) sin (2x — z) = sin (3x + z) 2-) sin(x- m) = cos( + — 2x) 
T T > 
3-) tan(x+7)-tan(2x+ 2 =0  4-) cosx-5cosx+2=0 
5-) 4sin? 2x- 4V3sin2x+3 = 0 6-) cosx + V3sinx = V3 


7-) 3cosx-— V3sinx+ V6 =0 8-) cos? x— 2sin xcosx + 2sin?x = 2 


2 


3 
9-) 3+8sinxcos x + cos“ x = 0 10-) sin x= 7 


Exercice 5 Résoudre dans D les équations suivantes : 


2 
1-) cos 2x = - VS D =[-x;x| 2-) sin(x- )= v D = [0;2x[ 
3-) 3tan/x-1=0 D=[-x;nl 4) tan? x+ (1+ V3tanx+ V3=0 D=[0;2x| 


5-) cos(x- 25) +sin2x=0 D=[-x;27|[ 6-) sin2x=ċosx D = [0;2x[ 
Exercice 6 Résoudre dans D les inéquations suiwantes : 
1-) 2cosx<-V2 D=[-x:xl 2-) 2sin2x-1>0 D=[0;2x| 
3-) 4sinxcosx>-V3 D=R 4-) cos2x+ V3sin2x<-V2 D=[-x;7 
5-) 4sin?x+2(V2-1)sinx-V2<0#D=[0;27[ 6-) cos(x+7) >> D = [025%] 


Exercice 7 


Résoudre dans D les inéquationssuüivantes : 


1-) (2cosx- V3)(2sinx- 1 < 0 D=[-x;7n| 2-) 2cos? x + V3cosx > 0 D = [0;2x[ 


1-2 2 2x- 1 

3-) TE NN Dr] 20. D = [05 
2cos x + V3 2cos2x+1 
Exercices 


2 
sinx < v2 


1-)Résòudre dans D les systèmes d’inéquations suivantes : a-) 2 
2sinx+1>0 D=[0;2x[ 


3 : 
inre S sin 2x < — 
cost amy D =[-n;xl cos 2x 2 D=|-7z3| 


2-) Résoudre dans R? les systèmes d'équations suivantes : 
T 
x+y= 7 2x- V =n 
a) "773 po? 
sinx—siny = 0 cos x + cos 3y = 0 
sin x = sin 2 tan(x +y) = V3 
5 | y a| (x+y) 


cos 2x = cosy cot(x-y)=1 


209 








Exercice 9 Soit a un nombre réel vérifiant : sin a = et 0<a< s ; 
1-) Calculer cos2a puis cos 44. 
2-) Démontrer que a a est l’une des solutions de l’équation cos 4x = sin x (1). 
Résoudre alors l’équation (1). En déduire la valeur de 4. 
Exercice 10 


T 
2tan B 1 
1-) Montrer que : ———— = — 


T 
1-ta? = V3 
ans 
T . 
2-) En déduire que le réel tan D est solution de l'équation: x? + 2V3x-1=0 
T ; 
3-) Sans utiliser la machine, déterminer tan T puis interpréter la séconde solution de 
l’équation. 
TT 7T T 77 
3-) Calculer A = tan? — + tan? — et B = tant — + tant —. 
) Calculer an“ 75 ttan -75 e an +tan 
Exercice 11 
T T 
1-) Calculer cos — et sin —. 
12 12 
2-) On considère l'équation : (V6 + V2) cos x + (W> 2) sinx = 2. 
a-) Résoudre alors cette équation. 
b-) Représenter les images des solufions'sur le cercle trigonométrique 
3-) a-) Démontrer que cos? a — sin#b = cos(a + b) cos(a — b). 


(x+ r) a 





T 
b-) Résoudre dans R l'équation: cos? (x + -7) -sin 
Exercice 12 
On considère l’équatiow: sin3x = -sin 2x (1) 


1-) Résoudre cette équation dans R puis l'intervalle ] -— 7c; 7c]. 


Représentemles solutions sur le cercle trigonométrique. 
2-)a-) Démontrer que : sin 3x = sin x(4cos?x — 1). 
b-) En déduire que l'équation (1) est équivalente à : sinx(4cos? x + 2cosx-— 1) = 0 


c2) Parmi les solutions trouvées pour (1) , lesquelles sont aussi solution de l’équation : 


4cos?x+2cosx-1=0? 


3-) On pose X = cos x.Résoudre alors l'équation 4X? +2X -1 =0 


IAA 2T AT 
En déduire les valeurs exactes de cos 5 et cos 5 


Exercice 13 Résoudre dans R où x est l’inconnue et a le paramètre réel de l'intervalle 
[-x; 7] : 
1-) x? (cos a + sina)x +sinacos a = Q. 


2-) (cosa)x? — (sin?)x — cosa . 
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Exercice 14 On se propose de résoudre l’équation : 2cosx+sinx = 1 (1) 
2x+y=2 
1-) Résoudre dans R? le système : 5 y 3 
X4 +y 
2-) En déduire les solutions dans R de l’équation (1). 
3-) Proposer une autre méthode de résolution de l’équation (1). 


Exercice 15 Soit x et y deux réels de l'intervalle [0;x[.On considère le système suivant (S) 


1+1V3 





COS XCOS 7 = 





4 
_ …  —1+ V3 
sin x sin y = 
4 
1 
cos(x + y) = — 
1-) Montrer que le système (S) est équivaut à (S’): g 
cos(x — y) = v 


2-) Résoudre alors (S’) puis en déduire les solutions de (S). 
Exercice 16 Soit ABC un triangle non rectangle. 

1-) Démontrer que : tan(À + Ê) = — tan Ĉ 

2-) Prouver que : tan À + tan Ê + tan Ĉ = tan À taff Êta Ĉ 

3-) Montrer que : sin À + sin Ê + sin Ĉ = 4c6s î cos i cos a 
Angles Associés 


Transformations trigonométriques 


Équations-Inéquations et systèmes 
0.8.4 Applications Affines Et Isométrie 
Série d'exercices 12 2014-2016 : Transformations du plan et Isométrie 


Exercice 1 : 


1) ABC’est un triangle équilatéral de sens direct et de centre D. Dans chacun des cas des 


suivants, déterminer la droite (A) telle que : 


R = S S 
ares 
b) “fo oa 

"3 
R = S S 


2) ABCD est un carré de sens direct et de centre O. Déterminer les applications sui- 


vantes : 
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a) R moR x 
(3) (e5) 
3 3 
73 
c) R n\oR, moR x 
l3) e5) e3) 
3 3 3 
Exercice 2 : 


ABC est un triangle équilatéral de sens direct. On désigne par T le cercle circonscrit à ABC 
et O son centre. La médiatrice de [BC] coupe l en A et D. On note A’ le point d’intersection 
de des droites (BD) et (AC). 


1) Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport à C. 


2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes : 
SDp)°S(pc) 5  S(ca°oS(am 5  S(pé)° Aca 


3) On note f = Sgp) © Sc o Sac. 
a) Déterminer f(A) puis la nature et les élémentsfcaractéristiques de f. 
b) En déduire la nature de la transformation. Sgp) © Sc- 
Exercice 3 : 


— 
“7: 


Le plan est muni d’un repère orthonormé (© ;:1; f) , f l'application du plan qui associe à 
tout point M(x;y) le point M’(x’;y’) tel que: 


, V3 1 
xy = —Xx+—-7 
be” 
TEE 
PR 


1) Montrer queff estüne isométrie. 


) 

2) Montrer que f admet un unique point invariant. 

3) En déduire que f est une rotation dont on précisera son centre et son angle. 
) 


4)4Soitss la symétrie orthogonale d’axe (D) : y = x. Démontrer qu'il existe une sy- 
métrie orthogonale S’ telle que f = S’ o S dont on déterminera l’axe. 
Exercice 4 : 
Dans le plan orienté, on considère un triangle direct, OAB rectangle et isocèle en O. On a 
—> 
donc (OA ; OB)= Z2]. On note R4 et Rg les rotations de centres respectifs A et B et de 
T ne 
même angle 5 et So la symétrie centrale de centre O. On place un point C, non situé sur la 
——> TC 
droite (AB), on trace les carrés BEDC et ACFG directs. On a donc : (BE DCI 7 27] et 


(AC ; AG) = > [2x] 


1) a) Déterminer $(40) ° Sag composée de réflexions d’axes (AB) et (AO). 
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b) En écrivant Rg sous la forme d’une composée de deux réflexions, démontrer que 
RA O Rg ca So. 


2) a) Déterminer l’image de E par R4 0 Rp. 

b) En déduire que O est milieu de [EG]. 

c) On note RF et Rp les rotations de centres respectifs F et D et de même angle. 
a) Étudier l’image de C par la transformation Rp o So o Rp. 
B) Déterminer la transformation Rp o So o Rp. 

d) Placer H le symétrique de D par rapport à O. 
a) Démontrer que RF(H)= D. 
B) En déduire que le triangle FHD est rectangle et isocèle en. 


Exercice 5: 
OAB est un triangle isocèle OA=OB. P est un point du segment [AB] , P + A et P z B. La 
parallèle à (OB) passant par P coupe (OA) en A’, la parallèle à (OA) passant par P coupe 
(OB) en P’. 
1) Montrer que OA’=BB. 
2) En déduire qu’il existe une unique rotatiôn rtelle que r(O) = B et r(A’) = B’. Préciser 
son angle 0. Puis déterminer son centfe Q: 


3) Démontrer que les points O, Æ’, B’ et Q sont cocycliques. 


Exercice 6 : 
—> —> TT se 
ABC est un triangle tel que AB {AC et (AB ; AC) = 3127] On désigne par PF le cercle 
circonscrit à ABC et O sonecentré. Soit E le milieu de [BC] et P le point de (AC) tel que 
AB=CP. La droite (OE) cóupeT en I et J, tels que J et A soient sur le même arc de corde BC. 
1) a) Faire une figure 
2 . y — _ — T 
b) Déterminer l’ensemble des points M du plan tel que : (MB ; MC) = 3127] 
2) a) JuStifier qu'il existe une unique rotation R telle que : R(A) = P et R(B) = C. Déter- 
miner son angle. 


b)’ Démontrer que son centre est un point de T, que l’on précisera . 


3) a 
b 


) 

c) Quelle est la nature du triangle JAP? 
) Déterminer l’image de C par Ro Sy, où SE est la symétrie de centre E. 
) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de R o Sp. 


Exercice 7 : Bac C 1994 
On considère un triangle direct ABC.On appelle I, J et K les milieux respectifs des cotés[BC], 


[CA] et [AB]. Soit N l’image de C par la rotation de centre J et d'angle de mesure 5 et P 


à : i TT 
l’image de A par la rotation de centre K et d'angle de mesure =- 
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1) Montrer que KP = I]. 


2) On appelle r la rotation qui transforme K en J et P en I. Quelle est une mesure de 


l’angle de cette rotation ? 


3) Démontrer que les triangles IJN et IKP sont isométriques. En déduire l’image I de par 


r et que le triangle PIN est isocèle et rectangle en I. 
| j TT ; 
4) On appelle rı la rotation de centre N et d’angle 5 et r, la rotation P de centre êt 
T 
d'angle —- 
a 
a) Déterminer l’image de B par rı orz 
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de la transformation! nî o r2- 


Exercice 8 : 

Dans le plan orienté P, on considère un triangle équilatéral ABC diréct. On désigne par rı la 
j TT a 27 

rotation de centre A et d'angle 3 et r la rotation de centre B et d’angle F Pour tout point 


M du plan, on pose N =r: (M), M'=r;(N). On pose r=r or. 
1) a) Soit D le symétrique de C par rapport à la droite (AB). Déterminer r(D) et r(B). 
b) Montrer que r est la symétrie centrale par.rapport au milieu Q de [BD]. 


2) a) Montrer que l’ensemble I des points M du plan tels que N, M et M’ soient ali- 
gnés est un cercle passant par le$ poińts A et Q. (on pourra considérer langle 
(MQ ; MA)). 
b) Prouver que T admet [AD] pour diamètre et que le milieu I de [AB] appartient à 
F. Construire TV. 


Exercice 9 : 

Dans le plan orienté, oncomsidère deux points distincts A et B. On note R4 et Rg les rotations 
| i T : 

de centres respectifs” etbB et d'angle de mesure F Pour tout M point, on note M; et M; les 


images respectivés deM par R4 et Rg. 
1) On considère la transformation T = Rg o Re 
aĵ Construire le point C image du point A par T. 
b} Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T. 
c) En déduire la nature du quadrilatère M M,CA. 
2) On suppose que le point M décrit le cercle F de diamètre [AB]. 
a) Déterminer et construire l’ensemble T, décrit par le point M; quand M décrit F. 


b) Soient I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]. Comparer les vec- 


> —> 
teurs IJ et AC. 


c) Déterminer l’ensemble T; décrit par le point P, milieu de [MM] quand M décrit 
T. 
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Exercice 10 : 








ABC est un triangle de sens direct, ABED et ACGF sont des carrés construits extérieurement 
à ABC sur les cotés [AB] et [AC]. On désigne par H le projeté orthogonal de A sur [BC], K le 
milieu de [DF], I centre du carré ABED et J centre du carré ACGF. 
1) Soient les quarts de tours directs R et R’ de centres respectifs I et J. Démontrer que 
RoR’ =R”! o R™! = Sẹx ( avec symétrie Sg de centre K). 
2) Déterminer l’image de la droite (AH) par SK. En déduire que les K, A et H points sont 
alignés. 
3) Soit Æ l’image de du point A par Sx. 
a) Démontrer que R(C) = A’. En déduire que (EC) et (A'B) sont orthogonalés. 
b) Démontrer que (BG) et (A’C) sont orthogonales. 
4) En déduire des questions précédentes que les droites (EC), (BG) et (AH) sont concou- 
rantes. 


Exercice 11 : 








On note H l’orthocentre du triangle équilatéral ABC . On désigne par r4 ,r8 et rc les rotations 
de centres respectifs A, B et C et de même angle = etn pose : f =r orget g=rcorgora. 
1) Calculer f(A) , f(B) et g(B) et en déduire la nature et les éléments caractéristiques de f 
et de g. 
2) On désigne par SaB); S(gc) et Seca Wles réflexions d’axes respectifs (AB) , (BC) et (CA) 
et on pose h = Sica) © S(aB) © S(ar) et soit (d) la droite parallèle à (AC) passant par B. 
Montrer que S(48) © S(pc) = 4) S(48B)- 
3) Soit B’ le milieu de [AC] Montrer que h = Leo S(AB) : 
Exercice 12 : 








4 ? LAS ; PA T 
Dans le plan orienté, of considère un triangle ABC tel que AB=AC et (AB; AC ) = 3 2x] L 
J et K sont les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. On note r la rotation de centre I et 
d'angle T; et tla translation de vecteur 5 BC. On pose f =rotetg=tor. 


1) Trouver l’image de K par f et celle de J par g. Préciser la nature et les éléments carac- 


téristiques de f et g. 
2) a) Préciser la nature de la composée g o f~. 
b) Quelle est l’image de A par g o f~! ? Caractériser alors cette transformation. 
c) M est un point quelconque du plan , M; l’image de M par f et M; l’image . de 
l’image de M par g. Donner la nature du quadrilatère ACM,M]. Construire. 


Exercice 13 : Bac 94 1er groupe 








Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC, rectangle et isocèle en A, tel qu'une 
— —> T 

mesure de l'angle (AB; AC ) = F 

. On appelle R la rotation de centre A, qui transforme B en C et T la translation de vecteur 


—> 
AB. On note I le milieu du segment [BC]. 


215 





1) Construire J = R(I). 
2) F,=RoTetF;,=ToR. 


Déterminer F; (J) et F,(1) puis en déduire la nature et les éléments caractéristiques de 
F; et F3. 


3) Soit M un point du plan, M; son image par F; et M; l’image de M par F;. Quelle est 
la nature du quadrilatère BCM M3 


FIN 


0.8.5 Similitudes Planes Directes 


Applications Affines Et Isométrie-Similitudes Planes Directes 


Exercice :1 

Dans le plan complexe P Rapporté au repère orthonormal diréet (A#%;v), unité graphique 1 
cm, on considère les points B , D définis par AB = 2ü, AD AIT et C tel que ABCD soit un 
rectangle. 


On fera une figure qui sera complétée au fur et à mesurede da résolution de l'exercice. 
—> 
1. Soit E l’image de B par la translation du Vecteur DB. Déterminer l’affixe zg de E. 


2. Déterminer les nombres réels a et bftels que le point F d’affixe zp = 6 — i soit le bary- 


centre des points A,B,C affectés des coefficients a, b et 1. 


3. On considère la similitudes quitransforme A en E et B en E. A tout point M d’affixe 


z, on associe le point M’d’affike z’, l’image de M par s. 

a. Exprimer z’ en fonction de z. 

b. Déterminer de centre I, l’angle et le rapport de la similitude s. 
c. Déterminer les images de C et de D par s. 

d. Calculerf’aire de l’image par s du rectangle ABCD. 


4. af Détérminer l’ensemble Q des points M du plan tels que : 
—> —> — 
IéMA -10MB + MC ||=9 


b. Déterminer, en précisant ses éléments caractéristiques , de l’image de Q pars. 
Exercice :2 
Le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct (O ; # ; v), (unité graphique : 2 
cm). 
On considère l’application f qui à chaque point M d’affixe z non nulle, associe le point M’ 
d’affixe z’ définie par z’ = 3 où Z désigne le conjugué de z. 


On désigne par A et B les points d’affixes respectives -i et i. 
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1. Soit % le cercle de centre A et de rayon 1 privé de O. 
a. Pour tout nombre complexe non nul, démontrer que : 
Iz’ — à] = |z/| équivaut àfz+i|=1 
b. En déduire l’ensemble #7 image de % par f; 
c. Tracer et “i sur une même figure. 
2. Soit % le cercle de centre A et de rayon V2. 
a. Montrer que, pour tout nombre complexes z non nul, 
4222 équivaut à |z + i|? = 2 (on pourra utiliser |z|? = zZ). 
b. En déduire l’ensemble #3 image de % par f. 
c. Tracer E et £ sur la figure précédente. 
3. a. Donner l'écriture complexe de la similitude directe ø de centre Q d’affixe 1+i , de 
rapport 2 et d'angle Z. 
b. Montrer que c of est l'application qui, à o point d’affixe z non nulle, associe 
2i + (3 -i)z 


Z 
c. A l’aide des questions précédentes, déterminer les ensembles T} et T) image res- 


le point M" d’affixe z" telle que z” = 


pectives de et G par o o f 
d. Tracer T et D sur la figure précédente., 
Exercice :3(1 h) 
On suppose le plan rapporté au repère orthonormal direct (O ; # ; v), (unité graphique : 3 
cm). 
Partie A 
soit trois droites Dı , D, et, Disétantes en Q et de vecteurs directeurs respectifs d, = ,et 
d> et d> supposés unitairésġels que : 
(i, der je = 
On note S4, Set Sz les réflexions d’axes respectives D; , D} et D; et f la composée S3 o 
S2 0 Sı de cês trois réflexions. 
1. Aracer ces trois droites 
2. af Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r = 
S20 S4 
b. Caractériser la réflexion S telle que r = S3 o S. On notera D l’axe de S et on en 
déterminera un point et un vecteur directeur d. Tracer la droite D. 
c. En déduire la nature de f et les éléments caractéristiques. 
in 
3. Justifier que le point E d’affixe e12 est un point de la droite D. 
Déterminer les nombres complexes a et b tels que la forme complexe de f soit l’appli- 


cation fı définie sur C par fı(z)=az+b. 
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Partie B 
1. Choisir un point A sur D. On note B son image par S4, et C l’image de B par S;. Placer 
les points B et C. 
2. Démontrer que A est l’image de C par S3. 
3. Que peut-on dire du point Q pour le triangle ABC. 
Exercice :4 
On se place dans le plan rapporté au repère orthonormal direct (O ; R ; v). 


1. On considère l’application f qui à tout point M d’affixe z, associe le point Màd’affixe 


z’ telle que : 


Z = 1 
2 2 


j |; V3 F 
a. Exprimer (f o f)(z) en fonction de z. 


b. Montrer que f = Ro S, où R est une rotation et S une symétrie axiale (on détermi- 
nera les éléments caractéristiques de ces deux applications R et S). 
c. Décomposer R à l’aide deux symétries axiales et en déduire que f est une réflexion, 


dont on donnera l’axe D}. 


Réaliser une figure, en y représentant axe D. (Unité graphique : 2 cm). 


2. On considère l'application g qui à tout point M d’affixe z, associe le point M" d’affixe 


z" telle que : 





> 1 ,,V3 Z AE 
912 2 ona 
a. Déterminer une équątionņdđe l’ensemble des points invariants de g. 
b. Montrer que g = T'of, où T est une translation ( on précisera l’affixe du vecteur 


de la translation D). 


c. Décomposer la translation T à l’aide de deux symétries axiales et en déduire que 


g estune réflexion, d’axe noté D. 


1 
d.Quelle est l’image par g du point A d’affixe 77 A 


En déduire une construction de la droite D}, qui mutilise pas son équation, et 


illustrer en complétant la figure précédente. 


Exercice :5 
Le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct (O ; # ; V), (unité graphique : 4 


cm). On considère les points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d telles que : 


1. a. Donner la forme exponentielle de c et la forme algébrique de d. 


b. Représenter les points A, B, C et D. 
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c. Montrer que le quadrilatère est OACB un losange 
2. Montrer que les points D, A et C sont alignés. 


3. Déterminer langle 0 et le rapport k de la similitude directe s de centre O qui trans- 


forme A en C. 


4. On note F et G les images par la similitude directe s des points D et C respectivement. 


Montrer que les points F, C et G sont alignés. 
5. Déterminer l’affixe f du point F. 


6. On considère la transformation qui à tout point M d’affixe z, associe lé point M’ 


d’affixe z’ telle que : 
21 
, is 3 y3 
z'=e 37+-+i— 
2 2 
Pour tout droite ô du plan, on notera 6; la symétrie orthogonal d’axe 6. 


a. Soit r la transformation qui à tout point M, d’affixe z, associe le point M; d’affixe 


Zz’; telle que: 


--— 3 Ny 


z =e 3 44At- 
2 2 


Déterminer la nature r et donner ses éléments caractéristiques. 


—> 
b. En utilisant les nombres complexes, donner une mesure de l'angle (AO; AB), puis 


déterminer la droite A telle qué r= dA 0 6(40): 


c. Montrer que D =r o 04o) 


En déduire la nature dé ot 


Exercice :6 
LXETCICE :0 SSE 


Dans le plan, on considèré deux segments [AC] et [BD] tels que : AC=BD et (AC , BD) = -5 
On désigne par M lemilieu de [AC] et par N celui de [BD]. 
On appelle (C1) AC} (C3) et (C4) les cercles de diamètres respectifs [AB] , [BC], [CD] et 


[DA]. On pourra s'aider de la figure ci- jointe. 


1. a.6Soit r la rotation qui transforme A en B et C en D.Quel est l’angle de r? 


Montrer que le centre I de r appartient aux cercles (C1) et (C3). 


b. Soit r’ la rotation qui transforme A en D et C en B.Quel est l’angle de r’? 


Montrer que le centre J de r’ appartient aux cercles (C3) et (C4). 


c. Quelle est la nature INJM? 
On désigne par P et R les points diamétralement opposés à I sur, respectivement, (C1) 
et (C3) et par Q et S les points diamétralement opposés à J sur, respectivement, (C3) 
et (C4). 

2. Soit s la similitude directe de centre I, de rapport V2 et d'angle T 


a. Quelles sont les images par s des points D, N, B? 
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b. En déduire que J est le milieu de [PR]. 
Exercice :7 
Le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct (O ; # ; v), (unité graphique : 2 
cm). 
On fera une figure que l'on complètera avec les différents éléments intervenants dans l'exercice 
1. Dans cette question on considère l'application s du plan dans lui - même, qui à tout 
point M d’affixe z associe le point M’, d’affixe 7’ = iZ. 
a. Montrer que s est une réflexion d’axe noté D et de vecteur directeur w d’affixeul +i. 
b. Soit d’ la droite d’équation y = -1 , on appelle s’ la réflexion d’axe D 
Calculer une mesure de l’angle (W, #). Déterminer géométriqueméñnt lafcomposée 
der=s os. 
c. Déterminer l'écriture complexe de r. 
2. Dans cette question on considère l’application p du plan dans'lui - même, qui à tout 
point M d’affixe z associe le point M4, d’affixe : 
1 1. (zz) 
1=52-52- AAA 
a. Soit le point A d’affixe z = 2 + i, déterminerl'affixe du point A4, image de A par P. 





b. Montrer que tout point M a son imâge M situé sur la droite d’équation y = -x. 

c. Définir géométriquement, en utilisant les questions précédentes, l'application p. 
3. On considère l'application f définie par f = s’ op. 

Construire l’image A" du point A par f. 

Montrer que s o p = p et en déduire que f = r o p. Montrer que tout point M du plan a 

son image par f sugfune"droite À , que l’on représentera dans la figure. 


Classe : TS; 


Série d'exercices 13 Homothétie - Similitude plane directe 


Exercice 1 : 
Soit h l’homothétie de centre O et de rapport k + 1 , W l’homothétie de centre O’ et de 
1 
rapport ~. 
PPS: 
2 , . = 1 PRN 
L) Démontrer que h’ oh est une translation de vecteur O0. 





2) Déterminer la nature et éléments caractéristiques de h oh”. 


Exercice 2: 
ABC est un triangle. Soit h et h’ les homothéties de centres respectifs B et C et de rapports 
respectifs 2 et z 

1) Démontrer que h’ o h est une homothétie et préciser son rapport. 


2) Construire l’image de A par h’ oh et en déduire une détermination du centre de cette 


homothétie. 
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Exercice 3 : 


ie 1 
ABC est un triangle. Soit h l’homothétie de centre B et de rapport 5 et t la translation de 
2— 
vecteur 3 BC. 
1) Justifier t o h est une homothétie et préciser son rapport. 
2) Construire l’image de A par t o h et en déduire une détermination du centre de cette 
homothétie. 


Exercice 4: 
ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. Le point I est le point de concours des bi$sec- 


trices intérieures du triangle. On désigne par rą la rotation de centre A et j d'anglé et rc la 
rotation de centre C et d’angle s 
1) a) Construire le point A’ l’image A de par rc. 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques đe lla transformation rc ora 
(écrire chaque rotation comme composée se réflexions) 
c) Montrer que IA = IA’ et déterminer l’angle (TA ; TA”). En déduire que (AB) et 
(IA’) sont parallèles. 
2) Les droites (CI) et (AB) se coupent en E;&%estde point d’intersection de (A’E) et (BI). 
Soit hc l’homothétie de centre C etde rapport i et l’homothétie h de centre k et 
de rapport -vV2. 


—> 


a) Déterminer hc(B) et h<(E). En déduire que : BE =-V21A. 

b) Quelle est l’image de B par hy o hc? 

c) Quelle est la nâture de hg o hc? En déduire que C, K et M milieu de [BC] sont 
alignés. 


Exercice 5 : Bac € 1993 

Tous les points considérés dans cet exercice appartiennent à un plan euclidien P.Soient (D) 

une droite de (P), O un point de (D) et (C) un cercle de centre O; (C) coupe (D) en A et B. 
—> — 


SoientH lèmilieu de [OB] et I le point (C) de tel que (HB ; HI) = s Soient enfin K et J les 


symétriques respectives de H et I par rapport à O. 


1) Montrer que les triangles KAJ et HIA sont directement semblables (On pourra utiliser 
le triangle HBI). 


2) Soit S la similitude directe transformant K, A, J en H, I, A respectivement. Déterminer 


son angle « et son rapport k. 


3) Prouver que les trois cercles de diamètre KH, AI et JA respectivement passent par le 


centre Q de la similitude S. 


4) Déterminer l’image du point O par la similitude S. 
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Exercice 6 : Bac C 1996 


Dans le plan orienté on considère deux points A et B. On prendra pour la figure AB = 6 cm. 
1) Déterminer et représenter l’ensemble (C) des points M du plan tels que: 


MA 


2 =3 
MB 


2) Déterminer et représenter l’ensemble (T) des points M du plan tels que : 


(MA ; MB) = = 27 


3) a) Placer le point C image de B par la rotation r de centre A et d’anglede mesure 2) 

puis D le point tel que : AD = “AB 

b) On désigne par S la similitude directe transformant A en Biet € en D. Déterminer 
le rapport k et l'angle a de S. 

c) On note Q le centre de S. Exprimer QB en fonctiðm de QA et donner une mesure 
de l’angle (OA ; OB) 

d) En déduire la position de Q et le placer sur lafigure. 

e) Démontrer que les points Q, A, C et D sont cocycliques. 


Exercice 7 : Bac S; 1999 
On considère, dans le plan euclidien orienté, un triangle ABC équilatéral de sens direct; on 
note H le pied de la hauteur issue de €H; le projeté orthogonal H de sur (AC). 


HeC 
A 4 
b) Déterminer les£entres des similitudes directes planes d’angle nul ou plat trans- 





1) a) Calculer le rapport 


formant A eń C. 
2) Déterminer l’ensémble des points M du plan tel que : MA = 3MC. 


3) Construire lé centre Q de la similitude plane directe S de rapport 3 et ď’'angle ni 
telle que S(A) = C. 
Exercice 8&Bac S, 2001 
Dansuñ plan orienté, on considère un carré direct MNPQ de centre O. Soit I un point de 
[PN] distinct de N. On note J le point d’intersection de (MI) et de (PQ). La perpendiculaire 
(A) à (MI) passant par M coupe (NP) en K et (PQ) en L. 


1) Faire une figure avec NP = 5cm; NI = 2cm (On placera (NP) « verticalement » c’est- 


à-dire parallèlement au grand coté de la feuille). 
2) Soit R le quart de tour direct de centre M. 
a) Préciser l’image de la droite (NP) par R. 


b) Déterminer les images de K et I par R. 
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c) Quelle est la nature des triangles KMJ et IML. 

3) On note E le milieu du segment [IL]; F celui de [JK]; soit S la similitude directe de 
centre M, d'angle z et de rapport = 
a) Préciser les images de K et de I par S. 


b) Quel est le lieu géométrique du point E quand I décrit le segment [NP] privé de 
N. 


c) Déduire de ce qui précède que les points O, N, E et Q sont alignés. 


Exercice 9 : Bac S4 2003 

Soit ABCD un losange de centre Q. Le cercle (T) de centre O circonscrit auktriängle BCD 
recoupe (OC) en E. Soit G l’isobarycentre des points A, B, C, D et E; ete] celui des points O 
et O. 


1) a) Démontrer que G est le barycentre de chacun des systèmes {(Q, 4); (E, 1)} et {(J,4);(A,1)}. 
b) Soit f l'application du plan dans lui-même assogïant à tout point M le point M’ 
défini par : 
4MM = MA + MBæÆæMG + MD + ME 
Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques. Quelles sont 
les images de F et de A par f ? 


—> — 
2) Soit r la rotation de centre O et d'angle 0 = (OC ; OD)etS=rof 


a) Démontrer que S est ume similitude directe plane. Préciser son angle et son rap- 


port. 
b) Construire H =#(Gj'et L = S(A). 


c) Démontres que.le centre I de la similitude directe S appartient aux cercles cir- 


conscrits auxtriangles OGH et OAL. Construire I. 


Exercice 10 : Bac SÍ 2003 /2°"* groupe 

; ? Te ; A AR TT 
Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC tel que (AB ; AC ) = D 
-2r Soit I le symétrique de A par rapport au milieu de [BC] et H le pied de la hauteur 


—> — 
2x]et(BA ; BC) = 


issue’de A dans le triangle ABC. 
1) Soit Sı similitude directe de centre A qui transforme H en B. 

a) Déterminer les éléments caractéristiques de $4 

b) Montrer que I = S, (C). En déduire l’image de la droite (BC) par S4. 

2) Soit S, la similitude directe de centre A qui transforme B en C. 

a) Déterminer l’image de la droite (BI) par S; 

b) Soit M un point de (BI), M’ son image par S 
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On suppose que M et M’ sont distincts de I. Montrer que les quatre points A, M, I et M’ sont 
cocycliques. 


Exercice 11 : 
Dans le plan orienté, on considère un triangle équilatéral ABC tel que (AB ; AC) = z127]. 
On désigne r4 par la rotation de centre A et d’angle J rg la rotation de centre B et d’angle 


src la rotation de centre C et ďd’angle i et par D et E les points tels que : rg(A) = D et 
rc(D) SE, 


1) Montrer que rc org o rą est la symétrie centrale de centre B. Préciser la position du 


point E. 
res Man . L | 27 
2) On admet qu'il existe une seule similitude plane directe de rapport `x étid’angle SA 
qui transforme A en B. On nomme S cette similitude. Calculer le rapport ZE ainsi 
qu'une mesure de l’angle (AË 3 BD). En déduire que S(E)=D. 


3) Soit Q le centre de la similitude S. Montrer que Q appartient aux cercles circonscrits 
aux triangles ABC et BDE. Construire Q 


4) a) Démontrer que S transforme la droite (AC en (CB) 


b) Démontrer que l’image par S du cercle @irconscrit au triangle ACE est le cercle 
de diamètre [BD] En déduire que d'image de C par la similitude S est le point I, 


milieu du segment [DE|. 


FIN 


0.8.6 Courbes Parametrées 


0.8.7 Coniques 
0.9 Géométrie Dans L'espace 


0.9.1 ‘Généralités 


Série 2 : Géométrie dans l’espace 


Exercice 1 : 

L'espace E étant rapporté à un repère orthonormé (O; Î; Ï; k). On considère les droites 
D et D’ de repères respectifs (A; T) et (B; j) avec A(0;0;1)etB(0;0;-1). 

1) Pour tout point M de coordonnées (x , y, z),calculer les distances d(M,D) et d(M,D') 


en fonction de x, y et z. 


2) On désigne par S l’ensemble des points M(x, y, z) tels que d (M, D)=d (M, D’). Trouver 


une équation de S. 
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Exercice 2 : 

On considère le tétraèdre ABCD .On note I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arêtes 
[AB], [CD], [BC], [AD] , [AC] et [BD].On désigne par G l’isobarycentre des points A,B,C et 
D. 


schéma tétraèdre 


1) Montrer que les droites (IJ), (KL) et (MN) sont concourantes en G. Dans toute la suite 
de l'exercice, on suppose que AB=CD, BC=AD et AC=BD. (On dit que le tétraèdre 


ABCD est équifacial, car ses faces sont isométriques). 


2) a) Quelle est la nature du quadrilatère IKJL? Préciser également la naturedes qua- 
drilatères IMJN et KNLM. 


b) En déduire que (IJ) et (KL) sont orthogonales. On admettra que, de même, les 
droites (IJ) et (MN) sont orthogonales et les droites (KLhtet (MN) sont orthogo- 


nales. 
3) a) Montrer que la droite (IJ) est orthogonale au plan (MKN). 


b) Quelle est la valeur du produit scalaire? En déduire que (IJ) est orthogonale à la 


droite (AB). Montrer de même que (IJ) est érthôgonale à la droite (CD). 
c) Montrer que G appartient aux plans médiateurs de [AB] et [CD]. 


d) Comment démontrerait - on que G estde barycentre de la sphère circonscrite au 
tétraèdre ABCD? 


Exercice 3 : 

Dans le plan (P) de l’espace, on£on$idère le cercle (C) de diamètre [AB]. Soit A la droite 
passant par A orthogonal à (P}, et Sun point de A distinct de A. On note I le projeté orthogo- 
nal de A sur la droite (BSÿ° Pour tout point M du cercle (C), on note H le projeté orthogonal 
de A sur la droite (MSJ. 


1) Placer les données précédentes sur une figure, A étant placée verticalement. 

2) Prouver queH appartient à la sphère © de diamètre [AS]. 

3) Daħs cette question, on suppose que M est distinct de A et de B. Prouver que la droite 
(MB est orthogonale au plan (AMS).En déduire que la droite (AH) est orthogonale 
au plan (BMS). 

4) Montrer que H appartient au plan IT passant par I et orthogonale à la droite (BS). 

5) a) Déterminer l'intersection T de X et TI. 


b) Prouver que l’ensemble décrit par H lorsque M parcourt (C) est égal à T. A cet 
effet, étant donnée un point N de T distinct de A, on pourra montrer que le plan 


(AN’S) coupe (C) en A et en un autre point M. 


Exercice 4: 
Soit OABC un tétraèdre trirectangles (les triangles OAB, OBC et OCA sont rectangles en O). 
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On note H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC). Le but de cet exercice est d'étudier 


quelques propriétés du tétraèdre. 


1) a) Pourquoi la droite (OH) est-elle orthogonale à la droite (BC)? Pourquoi la droite 
(OA) est-elle orthogonale à la droite (BC)? 


b) Démontrer que les droites (AH) et (BC) sont orthogonales. On démontra de façon 
analogue que les droites (BH) et (AC) sont orthogonales. Ce résultat est admis. 
c) Que représente le point H pour le triangle ABC? 
2) L'espace est maintenant muni d’un repère orthonormé (O; T: j K). On considère les 
points A (1; 0; 0), B (0; 2; 0) et C (0; 0; 3). 
a) Déterminer une équation du plan (ABC). 


b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite D) passant par O et 


orthogonale au plan (ABC). 
c) Démontrer que le plan (ABC) et la droite (D) se coupe ensùn point H de coordon- 
. [36 18 12 
nées (35: 35: 5) 
3) a) Calculer la distance du point O au plan (ABG). 
b) Calculer le volume du tétraèdre OABC. En‘déduire l’aire du triangle ABC. 


c) Vérifier que le carré de l’aire du triängle ABC est égal à la somme des carrés des 


aires des autres faces de ce tétraèdre: 


Exercice 5 : 

On considère le cube ABCDEFGH ci-dessus.O, et O, sont les centres des carrés des rec- 
tangles ABCD et EFGH, et I lé centre de gravité du triangle EBD Soit m un nombre réel 
et Gm le barycentre du système de points pondérés (E, 1), (B, 1-m), (G, 2m-1), (D, 1-m). 
SCHEMA CUBE PartiesA : 


1) Justifier l'existence du point G. 
2) Précisemla position de G4. 
3) Vérifier que Go=A. En déduire que les points A, I et G sont alignés. 


= == : . 
4)#Démontrer que AG,, = mAO,; . En déduire l’ensemble des points G,, lorsque m par- 


cóurt l’ensemble des nombres réels. 
5) a) Vérifier que les points A, Gm, E et O4 sont coplanaires. 
b) Déterminer la valeur de m pour laquelle G,, est sur la droite (EI). 


Partie B : 


. 2 EN NS 2 T g Er 
Dans cette question, l’espace est rapporté à un repère orthonormé ( A; AB ; AD ; AE ). 


1) Démontrer que la droite (AG) est orthogonal au plan (EBD). En déduire une équation 


cartésienne du plan (EBD). 


2) Déterminer les coordonnées du point Gn . 
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3 
3) Pour quelle valeur de m la distance de G,, au plan (EBD) est égal à z 


Exercice 6: 
L'espace est muni d’un repère orthonormal direct. ABCDEFGH est le cube représenté ci- 
dessus. Son arête a pour longueur 1, I le centre de ABCD. 

SCHÉMA CUBE 


> — 
1) a) Déterminer BA A BA. 


—> —> += 

b) En déduire l’ensemble (E;) des points M de l’espace tels que : (BA A BA) WBM = 
— 
0. 


5 ` i = > f 
c) Déterminer l’ensemble (E2) des points M de l’espace tels que : (BA"“ BA)BM = 


© 


2) a) Soit P = bar{ (A ; 2); (C ; -1)}. Montrer que P est le symétrique de C par rapport 
à À. 
b) Soit (T ) l’ensemble des points M de l’espace tels que 4 
— — — —> — 
I2MA - MC || =||- MA +2MB - MC||. 
a) Déterminer l’ensemble (T ). Montrer que: À € (T). 


B) Déterminer l’ensemble des pointsM ded’espace tels que : 
= PETA > > > > 
I8MA -4MC || =|IMA + MB. MG + MD |. 





Exercice 7 : 
. N Jite ; => th, = 
Soit un repère orthonormé directdel’espace (O; OA ; OB ; OC). 


1) G est l’isobarycentre de À, Bef C. 
a) Donner les coordonnées de G. 
b) Montrer que(OG}'est perpendiculaire à (ABC). 
2) Soit Æ (2; 0.0} B’ (0; 2; 0) et C (0; 0; 3). 
—> — 
a) Déterminer A’B’ A A’C’. 


En déduire qu’une équation de (A'B’C')est: 3x+3y+2z=6 


x=1-Kk 
b) Montrer que: M(x; y; z) € (AC) e y=0 
z=k 


c) Déterminer les coordonnées de K commun à (AC) et (A’B’C’). 
3) a) Montrer que le point L commun à (BC) et (A4 B’C’) a pour coordonnées (0;4;-3) 
b) Montrer que (AB) //(&B°)//(LK). 


Exercice 8: 

. => FER =? P. . 
Soit ABCDEFGH un cube tel que ( AB ; AD ; AE ) est une base orthonormée directe .On 
désigne par I le milieu de [EF] et par J le centre du carré ADHE. 
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Z fe > = 2 . 2 . . . 
1) Vérifier que : IG ^ IA = BJ. Puis en déduire l'aire du triangle IGA. 
2) Calculer le volume du tétraèdre ABIG et en déduire la distance du point B au plan 
(IGA). 
Exercice 9 : 
On considère un cube ABCDEFGH d’arête de longueur 1.On désigne par I le milieu de [EF] 
et par J le symétrique de E par rapport à F .Dans tout l'exercice l’espace est rapporté à uñ 
À —_ _ —> — 
repère orthonormal ( A; AB ; AD ; AE |. 
1) a 
b 


) Déterminée les coordonnées des points I et J. 

) Vérifier que DJ est un vecteur normal au plan (BGI). 

c) En déduire une équation cartésienne du plan (BGI). 
d) Calculer la distance du point F au plan (BGI). 

2) On désigne (A) la droite passant par F et orthogonale au plan (BGI). 
a) Donner une représentation paramétrique de la droite”(A). 


b) Montrer que la droite (A) passe par le centre K\dé la face ADHE. 


c) Montrer que la droite (A) et le plan (BGI) sont sécants en un point, noté L, de 
coordonnées 3 ; = ; 2 | 
d) Le point L est-il orthocentre dutriangle BGI? 
Exercice 10: 
Soit P4, P; et P; les plans d'équations : 
Pi:x-2y+z-5=0 
P2:3x+5y+7z+4=0 
P3:y+z+3=0 
1) Montrer quelles plans P4 et P) sont perpendiculaires. 


2) Déterminer gne équation paramétrique de l’intersection D des plans P; et P3. 


3) Entdéduire que P4, P, et P; ont un unique point commun et calculer ses coordonnées. 


FIN 
0.9.2 Produit Vectoriel 
0.9.3 Transformations Affines 
Lycée Khassim Mbacké Année scolaire : 2011/2012 
M. Fall Classe : TS1 


Transformations de l’espace 


228 





Exercice : 1 
L'espace E est muni d’un repère orthonormal direct (O; Ï; j: k). On considère l'application v 
x =-x+2 
de E dans E qui à tout point M(x; y; z) associe le point MM’ (x; y’; z’) tel que: 4 y’=z+1 
z =y+1 
1) Soit A(1; 0; 0) eth; l’homothétie de centre A et de rapport 2 . Soit f=h; ov. Démontrer 


que f admet un unique point invariant B. 


i ; ; a bre 
2) Soit r = h20 f , où h, est l’homothétie de centre B et de rapport 7 Démontrérique r 
est un demi-tour dont on précisera laxe (D). 
3) En déduire que v est la composée du demi-tour r et d’une rotation dônt lefvecteur à 


préciser est un vecteur directeur de (D). 


Exercice : 2 
Dans l’espace on considère un tétraèdre ABCD. Pour tout réel Kòn définit l'application fy 


de l’espace dans lui-même qui à tout point M associe le point Miel que : 
MM’ = MA +3MB-2MC +kMD 


. Préciser suivant les valeurs de k la nature et les éléments caractéristiques de fg. 

Exercice : 3 

L'espace orienté (E) est rapporté à un repère orthonormé direct (O; 1: j k). Soit f l’applica- 

tion de E dans E qui à tout point M de coordonnées (x; y; z) associe le point M’ de coordon- 
x =y 

nées (x; y’; z’) tel que: < y’ = z1 
ZENA 

1) a) Montrer que f est une isométrie. 


b) Montrer que l’ensemble des points invariants par est la droite A passant par A de 
> > 


coordonnées (0, 0, -1) et de vecteur directeur T = i+) +k. 
2) Soit P'le plan perpendiculaire à A en A. 
a) Montrer que le point I de coordonnées (-1; 0; 0) appartient à P 
b) Prouver que l = f(I) appartient à P . 
3) Déterminer la nature de f et ses éléments géométriques caractéristiques. 


4) Déterminer l’ensemble des points M de E d'images M’ tels que le milieu J de [MM] 


appartient : 

a) Au plan Q d’équation cartésienne 2 x + y - z = 0. 

b) A la droite (D) dont un système ď’équations cartésiennes est : x=y=Z. 
Exercice : 4 


Dans l’espace orienté, considère deux points distinctes A et D,et le plan (P)orthogonal en A à 
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la droite (AD) On convient d'orienter (P) en choisissant pour vecteur normal le vecteur AD 
Dans le plan (P), on considère deux points B et C tels que le triangle ABC soit équilatéral de 


sens direct .On pose AB=AC=BC=a. On note I le milieu du segment [BC] 
1) a) Placer les éléments précédents sur la figure (On représentera AD ascendant). 
b) Montrer que le plan (IDA) est le plan médiateur du segment [BC] 


2) Soit S; la réflexion par rapport au plan (ABC) et S;la réflexion par rapport au plan 
(DBC). On note r = S4 o 8. 


a) Indiquer l’image de D par r et déterminer l’axe et l’angle de la rotation f. Lesplan 


g p => + TT 
(DBC}sera orienté de telle sorte que (AI; AD ) = 5 


b) Déterminer, en fonction de ,la distance AD pour que l’angle de r admette pour 


TT 
mesure — 
2 


Exercice : 5 Bac S; 1999 
Soit ABCD un tétraèdre régulier, G son centre de gravité et Fkcelüi du triangle ABD. On 
note , I, J, K et L les milieux respectifs des segments[AD] [BChJAC] [BD] 


1) a) Démontrer que les droites (IJ) et (KL)se coupent en G. 
b) Démontrer que la droite (CG) perce leplan (ABD) en H. 
c) Placer sur une figure les données précédentes 


2) Soient S; la réflexion par rapport au plan (BIC) et S, la réflexion par rapport du plan 
(ALC).On pose r=S; o S1. 


a) Montrer que (BIC)estde#lan médiateur du segment [AD]; en déduire les images 


de A et de D par Si Wéterminer de même les images de B et D par Sz 
b) Déterminer les ifages des points A, B, C,D et G par r. 
c) Montrer que ræst une rotation dont on déterminera l’axe et l’angle. 


Exercice : 6 Bac ST 2000 
ABCDEFGH est le cube ci-dessous représenté. SCHEMA O est son centre du cube , I est le 
milieu dei AB, J le centre de gravité de la face DCGH. 


1) a} Montrer que (ABG)est le plan médiateur des segments [ED Jet [FC]. 


b) On note S4, S; et S; les réflexions dont les plans respectifs sont (ABG), (BCH) et 
(IOJ) .Vérifier que ces réflexions laissent invariant le cube ABCDEFGH. 


2) on considère l’application f telle que : f=S; o S3 
a) prouver que f est une rotation d’axe (BH). 


b) En orientant le plan (ACF)par déterminer la restriction de f à ce plan. En déduire 


langle def. 


3) Soit r le demi-tour d’axe (OI) et g l'application ro f. 
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a) En écrivant comme la composée de 2 réflexions judicieusement choisies, détermi- 
ner la nature de g. 


b) Déterminer les éléments caractéristiques de g. 


Exercice : 7 
On considère dans l’espace quatre points A, B, C, D tels que : AC=AB=BC=BD=AD=a (a 


réel positif donné) 
1) a) I étant le milieu du segment [AB], montrer que les droites (IC)et (ID) sont perpen- 


diculaires à la droite (AB). 
b) Montrer que IC = ID, exprimer cette longueur en fonction de a 
2) Soit S4 la réflexion de plan (ABC) et S, la réflexion de plan (ABD) 
a) Quelle est la nature de la transformation R = S4 o S3? 


b) Déterminer en fonction de la longueur x=CD pour qu®soit une rotation d’angle 


plat. 


FIN 


0.10 Dénombrement 


Exercice 1 
Un ensemble E contient 320 éléments Trois sous ensembles A , B et C de E sont tels que : 


— A et B sont disjoints; 

— Card(ANB) = Card(BA€) 

— Card(AUBUC)=221 

— [(AUB)NC] ChrdiCnNnA]=48 et Card(CNhAUB) 
1-) Déterminef lescardinaux des ensembles A ,BetC. 


2-) Déterminer‘les cardinaux des ensembles suivants : 
afN(AUB)NC b-) AAB c-) AUC 


Exercice 2 
Uñe urne contient 5 boules rouges, 4 boules blanches et 2 boules jaunes. On tire successive- 


ment 4 boules de l’urne en remettant à chaque tirage la boule tirée dans l’urne. Déterminer 


le nombre de tirages contenant : 
1-) Quatre boules rouges; 
2-) Une boule rouge et trois boules blanches dans cet ordre; 
3-) Une boule blanche et trois boules jaunes; 
4-) Quatre boules de même couleur; 
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5-) Autant de boules blanches que de boules rouges; 
6-) Au moins une boule rouge; 
7-) Au plus 3 boules blanches. 


Exercice 3 
Un commerçant achète un coffre-fort dont louverture est commandée par un code à 6 
chiffres. 


1-) Calculer le nombre total de codes différents qu’il est possible d’avoir (le code 000 000 


étant bien entendu possible). 


2-) Calculer le nombre de codes composés de 2 chiffres différents, l’un étañthutilisé une 


fois, l’autre 5 fois. 


Exercice 4 
Une urne contient 7 boules blanches et 6 boules rouges .On tire successivement sans remise 
5 boules de l’urne .Déterminer le nombre de tirages contenants: 
) Trois boules blanches et deux boules rouges; 
2-) Une boule blanche et quatre boules rouges dans.cet'ôrdre; 
3-) Au moins trois boules rouges; 
) Cinq boules de même couleur. 


Exercice 5 
Un sac contient 10 boules blanches numérotées de 1 à 10 , deux boules rouges numérotées 1 
et 2 et enfin trois boules noires numérotées de 1 à 3 .On tire simultanément 3 boules du sac 
. Déterminer le nombre de tirages comportant : 
1-) Trois boules blanches; 
2-) Un boule rouget deux boules noires; 
3-) Trois boules de même couleur; 
4-) Trois boulesportant le même numéro; 
5-) 


Trois boules de numéros pairs. 


Exercice 6 
Une assemblée de 12 personnes se compose de 5 hommes et 7 femmes .Les membres de cette 
assemblée se proposent de désigner un comité de 6 personnes. De combien de façon peut-on 


constituer un comité comprenant : 
1-) Deux hommes et deux femmes seulement. 
2-) Au moins une femme. 
Exercice 7 
1-) Le code PIN d’un portable est un nombre de quatre chiffre choisis parmi 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6,7, 8 et 9. 
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a-) Quel est le nombre de codes possibles ? 
b-) Quel est le nombre de codes formés de quatre chiffre deux à deux distincts? 


2-) Le téléphone portable étant éteint, le propriétaire voulant l’allumer sait que les quatre 
chiffres de ce code sont 1, 9,9 et 5 mais il ignore l’ordre de ces chiffres. Combien de 


codes différents peut-on composer avec ces quatre chiffres ? 


Exercice 8 
Une classe de 20 élèves est constituée de 8 filles et 12 garçons .On veut désire formér un 


bureau de 3 membres composé d’un président, d’un secrétaire et d’un trésorier. 
Déterminer le nombre de bureau possibles. 

Déterminer le nombre de bureau formés uniquement de filles. 

Déterminer le nombre de bureau dont le poste président est océupé par un garçon. 
Déterminer le nombre de bureau contenant au moins un garçôn. 

Déterminer le nombre de bureau contenant exactement uné”fille. 


Déterminer le nombre de bureau où la fille Amifnei peut pas siéger avec le garçon 
Modou. 


Exercice 9 

On lance trois fois de suite un dé non pipés{dont les faces sont numérotées de 1 à 6 ) et 
l’on désigne par a,b,c les résultats respectifs du premier, du second et du troisième jeu. On 
considère l'équation sur R :ax°? + bx +c (1) et on appelle résultat la donnée du triplé (a,b,c). 


Déterminer le nombre de résultatsftels que : 
1-) L'équation (1) admet une solution double. 
2-) L'équation (1) n’admet.pas de solutions réelles. 


Exercice 10 

On se propose destester l'efficacité d’une serrure à code et d’un système d’alarme Une porte 
est munie d’uñ dispositif portant les touches 1,2,3,4,5,6,7,8,9etA,B,C,D.La 
porte s’ouvfe lorsqu'on frappe dans l’ordre trois chiffres et deux lettres qui forment un code 


.Les chiffres. Sont nécessairement distincts , les lettres non. 
1-) Quel est le nombre de codes possibles ? 
2-) Déterminer le nombre de codes répondant à chacun des critères suivants : 
a-) Les trois chiffres sont pairs; 
b-) Les deux lettres sont identiques; 
c-) Le code contient deux chiffres impairs. 


3-) La porte est équipée d’un système d'alarme se déclenchant lorsqu'’aucun des trois 
chiffres frappés ne figure sur la liste des chiffres du code. Déterminer le nombre de 


codes déclenchant l’alarme. 
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Exercice 11 
On jette trois fois de suite un dé à six faces numérotées de 1 à 6 et on note successivement 


les chiffres obtenus sur la face supérieure. On appelle résultat le triplet de numéros obtenu. 
1-) Combien de résultats peut-on obtenir ? 


2-) Combien y a-t-il de résultats comportant 2 et seulement 2 chiffres identiques peut-on 


obtenir ? 
3-) Combien y a-t-il de résultats comportant 3 chiffres identiques ? 
4-) Combien y a-t-il de résultats qui ont au moins uns fois 6? 
5-) Combien y a-t-il de résultats dont la somme des chiffres du triplet est égal à 6? 


Exercice 12 Dans 1 lot de 20 pièces fabriquées dont 6 sont défectueuses#On en prélève 4. 


De combien de façons différentes peut-on faire le prélèvement dans les cas suivants 
les quatre pièces sont bonnes. 

une au moins d’entre est-elle mauvaise ? 

deux au moins sont mauvaises. 

exactement deux sont mauvaises 


au plus trois sont mauvaises. 


1-) 
2-) 
3-) 
4-) 
5-) 
6-) toutes sont mauvaises. 


Exercice 13 Démontrer les relations suivantes. 


A5 =nAP ; Ab=pAl + AP, Es AP, =(n+1)46 


n-1 ? n 


puis résoudre dans l’ équation : 


XY -Abix + pa- + AP, =0 


(E):C}h=C} pq ou p+q=n;puisrésoudredansR C% = dr di Exercice 14 
Douze livres sont àranger sur sept étagères vides . 

1-) Dénombrer les rangements possibles 

2-MDénômbrer les rangements tels que toutes les étagères reçoivent au moins un livre. 


Exercice 15 Dans le comité pédagogique d’une école composé de 8 membres, on souhaite 
représenter les quatre filières de recrutement. Aussi doit-il comporter 1 membre de la filière 
À, 2 membres de la filière B, 2 membres de la filière C, 3 membres de la filière D. Sachant 
que la population de la filière A est de 10, celle de la filière B de 18, celle de la filière C de 
22 et celle de la filière D de 30, calculer : 


a-) de combien de façons peut-on composer la représentation de la filière A ? 
b-) même question pour la filière B; 


c-) même question pour la filière C; 
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d-) même question pour la filière D; 
e-) de combien de manières peut-on constituer ce comité pédagogique ? 
Exercice 16 

I-) Propriétés 
Démontrer les propriétés suivantes CË x Ce = Ci x CË et AË = pAP_ + AP 

II-) Dénombrement Soit l’ ensemble E = -2; -1; 0; 1; 2.On tire successivement sans ré 
mise 3 éléments a; b; c de l’ ensemble E. on obtient un triplet (a;b;c) d'éléments de 
E. 


1-) Quel est le nombre de triplets distincts qu’on peut obtenir ? 

2-) Quel est le nombre de triplets distincts dont la somme : a+b+c & 02 

3-) Dans un repère orthonormé O.R.N. On donne les points A(-350) ,B(0;-4) et C(2;2) 
Soit G barycentre du système (A ;a) , (B;b) , (C;c). 
a-) Déterminer le nombre de tirages pour que G existe. 


a-) Déterminer le nombre de tirages pour que G &/Ọ (centre du repère). 
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